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correspondance de jacquet-langlands étendue 
1. Introduction 



Le but principal de cet article est d'étudier plus a fond la correspondance de Jacquet- 
Langlands, plus précisément chercher une correspondance pour une classe plus large de 
représentations que la classe des représentations de carré intégrable. Non seulement la 
question est naturelle, mais aussi elle intervient de façon inéluctable quand on essaye de 
démontrer une correspondance de Jacquet-Langlands globale, entre les représentations 
automorphes de GLn et les représentations automorphes de ses formes intérieures sur 
un corps global. Naïvement, on attendrait d'une telle correspondance qu'elle respecte 
localement, à chaque place, la correspondance de Jacquet-Langlands locale. Ceci n'est 
en fait jamais vrai. Prenons le cas le plus simple traité dans [Vi]. Soit F un corps local 
non archimédien et D une algèbre à division centrale et de dimension n? sur F. La 
correspondance de Jacquet-Langlands locale réalise une bijection entre l'ensemble des 
classes d'équivalence des repercsentations de carre intégrable de GLn{F) et l'ensemble 
des classes d'équivalence des représentations lisses irréductibles unitaires de D* . Mais, 
une correspondance globale du type de celle établie dans [Vi] , mettra en correspondance 
localement une représentation lisse irréductible unitaire de D* soit avec la représentation 
de carré intégrable vr de GLn{F) qui lui correspond par Jacquet-Langlands, soit avec 
la duale de tt au sens de [Ze]. Elle ne respecte donc pas toujours localement la corre- 
spondance de Jacquet-Langlands. Le cas général est encore plus compliqué, une corre- 
spondance globale complète faisant intervenir automatiquement et le spectre cuspidal 
et le spectre résiduel des deux groupes. Or, la correspondance de Jacquet-Langlands 
locale classique ne traite tout au plus que des représentations tempérées, tandis que 
les composantes locales des représentations automorphes irréductibles dans le spectre 
résiduel de GLn ne sont pas tempérées, et souvent elles ne sont pas non plus duales des 
représentations de carré intégrable ([MW]). Donc, tôt ou tard se poseront les questions, 
si G = GLn{F), F corps local non archimédien, et G' est une forme intérieure de G, 

1) en se donnant une représentation lisse irréductible (éventuellement unitaire) de G 
qui n'est pas tempérée, y a-t-il une représentaion de G' qui lui correspond ou non ? et 

2) si oui, la représentation qui lui correspond est-elle irréductible ou non ? 

Notre article donne une réponse assez satisfaisante à la première question, mais pour la 
deuxième question la réponse n'est pas satisfaisante, sauf dans le cas des représentations 
duales (au sens de [Ze] ou [Au]) des représentations tempérées. Le lecteur remarquera 
que cette classe de représentations est assez importante pour la correspondance globale, 
vu la classification du spectre résiduel de GLn ([MW]). 

Soit F un corps local non archimédien. Posons G = GLn{F) et soit G' une forme 
intérieure de G. Si g e G et g' G G' on dit que g et g' se correspondent si g et g' 
sont semisimples réguliers et ont le même polynôme caractéristique. Alors tout élément 
conjugué k g et tout élément conjugué à g' se correspondent. Notons Gq' l'ensemble des 
éléments de G qui correspondent à un élément de G' . Soient / une fonction invariante 
par conjugaison définie sur Gc et /' une fonction invarainte par conjugaison définie sur 
l'ensemble des éléments semisimples réguliers de G'. On dit que / et /' se correspondent 
si elles sont égales sur des classes de conjugaion qui se correspondent. Par abus, si / est 
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définie sur un sous-ensemble de G contenant Gc, nous dirons qu'elle correspond à /' 
si la restriction de / à Gq' correspond à /'. Typiquement, ici, les fonctions invariantes 
par conjugaison seront des combinaisons linéaires de caractères de représentaions. 

Alors la réponse à la première question posée plus haut est la suivante : si tt est 
une représntation lisse irréductible de G, alors ou bien le caractère de vr est nul sur 
Gg' ou bien sa restriction à Gg" correspond à une combinaison linéaire de caractères 
de représentations lisses irréductibles de G' (le premier cas est en fait cas particulier du 
deuxième, en considérant la combinaison nulle). Les coefîicents de la combinaison sont 
entiers. Ceci se traduit par un morphisme de groupes entre les groupes de Grothendieck 
Grot{G) et Grot{G') des représentations lisses de longueur finie de G et G' : 

Théorème. // existe un unique morphisme de groupes 

LJ : Grot{G) Grot{G') 

tel que, pour tout vr G Grot{G), le caractère de vr correspond au caractère de LJ(7r). Ce 
morphisme est surjectif et il prolonge la correspondance de Jacquet-Langlands au signe 
près. 

Nous pouvons également décrire le noyau de LJ. Ce qui est important aussi est de 
définir une section, un morphisme en sens inverse. Ici il faut faire un choix. Nous 
pouvons définir un morphisme injectif de groupes 

JL : Grot{G') Grot{G), 

prolongeant la correspondance de Jacquet-Langlands au signe près et tel que, pour tout 
TT G Grot{G'), le caractère de vr correspond au caractère de JL(7r). Pour des énoncés 
plus précis, voir le th. 13.21 et la prop. 13.31 section 3.1. Le choix que nous avons fait 
pour définir JL semble très naturel, comme nous l'expliquons plus bas, seulement JL 
ne transforme pas une représentation irréductible en une représentation irréductible. 
Le problème qui se pose, et auquel l'auteur de cet article n'a pas de réponse, est : 
existe-t-il une autre section de L J qui transforme une représentation irréductible en une 
représentaion irréductible ? Remarquons que les morphismes LJ et JL tels que nous 
les avons définis, ensemble avec l'étude de leur comportement vis-à-vis des foncteurs 
d'induction et de restriction parabolique que nous faisons par la suite, semblent être 
importants pour résoudre la question plus difficile de l'irréductibilité. Par exemple, 
même si LJ ne respecte pas la dualité sur les deux groupes, il permet néanmoins de 
montrer que, si deux représentations se correspondent par LJ, les caractères de leurs 
duales se correspondent au sens défini plus haut et au signe près (voir la section l33|) . 
Ce résultat, appliqué aux représentations duales des représentations de carré intégrable, 
joue un certain rôle dans la compréhension de la correspondance globale. 

A partir des groupes de Grothendieck des représentations lisses de longueur finie 
associés aux groupes linéaires sur F, Zelevinski a construit une algèbre de Hopf avec 
involution ([Ze]). Le même type de construction peut être faite pour les groupes linéaires 
sur une algèbre à division D de dimension finie et centrale sur F, les groupes étant cette 
fois des formes intérieures du groupe linéaire sur F ([Ta]). Dans la sous-section 3.2, nous 
montrons que les morphismes définis entre les groupes de Grothendieck donnent lieu à 
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des morphismes entre les algèbres de Hopf (la situation est un peu plus compliquée, 
voir le th. 13.6)1 . Ce morphisme entre les algèbres de Hopf traduit le comportement de 
la correspondance JL que nous avons définie vis-à-vis de l'induction parabolique et du 
foncteur de Jacquet de restriction. C'est l'unique correspondance qui respecte les car- 
actères, la correspondance de Jacquet-Langlands classique, et commute avec l'induction 
parabolique. Elle ne commute pas à proprement parlant avec le foncteur de Jacquet, 
mais les restrictions de deux représentations qui se correpondent par JL ont des car- 
actères qui se correspondent. 

Comme nous l'avons signalé, notre correspondance n'envoie pas (même au signe près) 
les représentations irréductibles sur des représentations irréductibles, et cela même dans 
le cas le plus simple oii G' = GL2{D), D algèbre à division, centrale et de dimen- 
sion finie sur F (voir le commentaire 2 au th. 13.2(1 . Ceci constitue un problème pour 
l'établissement d'une correspondance de Jacquet-Langlands globale complète et il fau- 
dra mieux comprendre le phénomène. D'autre part, la correspondance JL n'est pas 
uniquement déterminée par la relation entre les caractères. On peut donc se poser la 
question si, en renonçant à l'hypothèse que la correspondance commute avec le foncteur 
d'induction, on peut construire une autre correspondance qui envoie des représentations 
irréductibles sur des représentations irréductibles. Nous conjecturons l'existence d'une 
correspondance qui vérifie la relation des caractères et qui est définie par le fait qu'elle 
respecte les paramètres de Langlands (sect. 3.4). Nous ne connaissons pas la réponse à 
cette question mais nous la vérifions dans le cas le plus simple G' = GL2{D). 

Toutes ces constructions sont basées sur le fait que, si G' est une forme intérieure 
de GLn{F), F corps local non archimédien, alors l'induite à G' d'une représentation 
de carré intégrable d'un sous-groupe de Levi d'un sous-groupe parabolique de G' est 
irréductible. Ce résultat a été prouvé par Deligne, Kazhdan et Vignéras dans le cas où 
la caractéristique de F est nulle. Suivant leur méthode et utilisant la théorie des corps 
proches à la Kazhdan que nous avons développée dans [Ba2] , nous prouvons ce résultat 
en caractéristique non nulle (sect. 2). Ainsi, tous les résultats sont valables en toute 
caractéristique. 

Dans la section 4 nous montrons quelques cas particuliers de correspondance de 
Jacquet-Langlands globale. Ici nous voyons l'importance de la compréhension de la 
correspondance locale pour d'autres représentations que les représentations de carré 
intégrable. Comme illustration du principe local-global-local, nous obtenons comme 
corollaire de la correspondance globale le fait que les représentations duales des représentations 
de carré intégrable de G' sont unitaires, ainsi que d'autres cas d'unitarisabilité, tous 
prévus par les conjectures de [Ta]. 

Une partie importante de ce travail provient d'une thèse écrite sous la direction de 
Guy Henniart et je voudrais le remercier ici pour son aide inestimable. Je remercie 
également Colette Moeglin, Hervé Jacquet, Bertrand Lemaire et Anne-Marie Aubert 
qui ont lu partiellement le manuscrit et lui ont apporté des corrections et suggestions. 
Merci à Andrei Moroianu pour le contre-exemple de la section 13.31 
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2. Irréductibilité des induites des représentations de carré 

intégrable 

Soient F un corps local non archimédien de caractéristique quelconque, D une algèbre 
à division centrale sur F, de dimension finie (P, r un entier strictement positif et G' = 
GLr{D). Le but de cette section est de montrer le théorème 12.11 plus bas. Le cas de 
caractéristique nulle a été prouvé dans [DKV] (théorème B.2.d) et c'est là qu'apparaît 
l'idée d'utiliser le théorème de Paley- Wiener. On prouve ici le cas de caractéristique non 
nulle, en utilisant la méthode des corps proches. 

Théorème 2.1. Soit P un sous-groupe parabolique de G' et soit P = 
LU une décomposition de Levi de P. Soit vr une représentation de carré 
intégrahle de L. Alors indp vr est irréductible. 

On note ^{G') l'ensemble des caractères lisses non ramifiés de G' . L'ensemble ^{G') 
admet une structure naturelle de variété algébrique. Si tt est une représentation admis- 
sible de G', on note ^'(G';7r) l'ensemble de classes de représentations du type ip tt, 

G ^'(G") (^'(G';7r) a une structure de variété algébrique isomorphe à un quotient 
de la variété Î'(G')). On note Grot{G') le groupe de Grothendieck des représentations 
lisses de longueur finie de G'. A part l'ensemble des classes de représentations lisses 
irréductibles, Grot{G') admet une autre Z-base remarquable, voir paragraphes suivants. 

Appelons un sous-groupe parabolique de G' standard s'il contient le groupe des matri- 
ces triangulaires supérieures, et un sous-groupe de Levi de G' standard s'il est un sous- 
groupe de Levi d'un sous-groupe parabolique standard. Si L est un sous-groupe de Levi 
standard de G' alors il existe une partition U ^2 U ••• U ^fc de l'ensemble {1, 2 ...r} 
oii Al = {1, 2 ...ri}, A2 = {ri + 1, n + 2 ...ri + etc. telle que L soit l'ensemble des 
matrices M = {mij)i<ij<r G G' telles que est nul si {i;j) ^ u'l^-^^Au x Au- Nous 
identifions alors L au produit GLr^{D) x GLr2{D) x ... x GLri^{D). Les notations du 
paragraphe précédent s'appliquent aussi à tout sous-groupe de Levi standard de G'. 

Si e "^{L), alors u = Y[t.=i '^m' £ "^{GL^-^iD)) et s'écrit donc = | det 1*^", 

011 Cu est un nombre complexe. On dit que est strictement positif si u 1-^ Re{cu) est 
une fonction strictement croissante. 

Nous appelons représentation de Langlands une représentation du type ind*^ v^t où 
Q est un sous-groupe parabolique standard de G', r est une représentation tempérée 
du sous- groupe de Levi de Q, et est un caractère strictement positif. L'ensemble 
des représentations de Langlands forme une base de Grot{G') ([DKV], A.4.f) que nous 
appellerons la base de Langlands. Nous appellerons représentation de Langlands stricte- 
ment induite une représentation comme plus haut avec Q 7^ G'. On note W{G') le 
groupe formé par les matrices de permutation dans G' qu'on identifie aussi avec le 
groupe des permutations de l'ensemble {1,2 ...r}. Si L est un sous-groupe de Levi 
standard de G' et g € G', alors on pose ^L = gLg~^ (même notation aussi pour les 
paraboliques) et si vr est une représentation de L, on note ^vr la représentation de ^L 
définie par ^7r(x) = Tï{g~^xg). On utilise aussi les notations : L^ pour ^ ^ L et tt^ pour 
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Une représentation de G' est dite essentiellement de carré intégrable si elle peut 
s'écrire comme produit tensoriel d'une représentation de carré intégrable et d'un car- 
actère de G' . Nous abrégeons ici représentât ion (s) essentiellement de carré intégrable 
par r.e.c.i.. Nous en rencontrerons beaucoup par la suite. Une représentation est dite es- 
sentiellement tempérée si elle peut s'écrire comme produit tensoriel d'une représentation 
tempérée et d'un caractère de G'. 

Démonstration. On peut supposer que P est standard. Nous montrons le théorème 
par récurrence sur l'entier strictement positif k tel que G' = GLk{D) {D est fixée). Pour 
= 1 le théorème est évident. Supposons que le théorème est vérifié pour tout k < r. 
Supposons maintenant par l'absurde qu'il existe un sous-groupe parabolique propre Pq 
de G' = GLr{D), une décomposition de Levi Pq = LqUq de Pq et une représentation de 
carré intégrable vro de Lq telle que l'induite de Pq à G' de la représentation ttq ne soit 
pas irréductible. On sait qu'on a dans Grot{G') : 

s 

indp^no = y^^am 

i=l 

où les flj sont des entiers strictement positifs et les Tj sont des représentations tempérées 
de G' non équivalentes, et aucune parmi les n'est de carré intégrable. 

Lemme 2.2. On a s = 1. 

Démonstration. Supposons par l'absurde que s >2. On a alors deux cas : 

Premier cas : Il existe un î G {2, 3.. .s} tel que ^ *(G';ri). On peut supposer 
que i = 2. Posons 

{ti, r2, n ...Ts}n-^{G';Ti) = {n^ =ri, Ti^, ...n^} 

et 

{ri, T2, Ta ...Ts] n î'(G';r2) = {tj, = ra, Tj^, tj^ ...tjJ. 

Soient 

g 

u=l 

et 

p 

v=l 

On considère alors la forme linéaire / sur Grot{G') définie sur la base de Langlands par : 

1) f{p) = a si pe^{G';n) 

2) fip) = -P si pe^iG';T2) 

3) f{p) = si p est une représentation de la base de Langlands de Grot{G') qui n'est 
pas dans l'un des deux cas précédents. 

Remarque. Les conditions 1) et 2) ont été choisies de façon à ce que 1), 2) et 3) 
impliquent que /(% (8» indp^no) = pour tout x ^ ^{G'). On a aussi /(ti) = a ^ 0. 
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Deuxième cas : Pour tout i G {2, 3. ..s} il existe un caractère Xi ^ ^(C) tel qu'on ait 
"^i = Xi ® "^1- Alors, par l'unicité module conjugaison de l'induite d'une représentation 
de carré intcgrable qui contient une représentation tempérée donnée, on en déduit que 
les Xi vérifient : 

ires$^Xi) (8) TTo ~ TT^ 

oii w est un élément du groupe de Weyl du tore maximal standard de Lq dans G' . Soit 
K l'ensemlc de tous les caractères x ^ ^{G') qui vérifient une telle relation. K est 
un sous-groupe de ^{G'). Si xi est le caractère trivial de G', {xi)X2---Xs} admet une 
structure de groupe multiplicatif, quotient de K par le stabilisateur de la classe ri. En 
particulier, tous les sont égaux. Soit alors /o une fonction algébrique définie sur la 
variété ^(G';ri) et qui vérifie : 

- foin) = 1 

- /o(Tt) = pour i G {2, 3.. .s}. 

Soit e une racine primitive d'ordre s de l'unité. Posons : 

s 

h{r) = ^e^-Vo(x^ ® r) Vr € ^(G';ri). 

i=l 

Définissons cette fois la fonction / sur la base de Langlands de GrotiG') de la façon 
suivante : 

1') fip) = h{p) sipe^iG';n) 

2') /(p) = si P est une représentation de la base de Langlands qui ne se trouve pas 
dans *(G';ri)- 

Remarque. Dans ce cas aussi, /(x (8> iné^^-Ko) = pour tout x ^ tandis 
que fin) = 1/0. 

Nous allons montrer que la fonction / vérifie toujours (qu'on soit dans le premier ou 
le deuxième cas) les conditions de Paley- Wiener. 

Lemme 2.3. L'application f s'annule sur toute représentation induite à 
partir d'un sous- groupe parabolique propre de G' . 

Démonstration. Se fait en deux étapes : 

Étape 1 : f s'annule sur toute induite d'une représentation essentiellement de carré 
intégrable d'un sous-groupe de Levi propre. (N'utilise pas l'hypothèse de récurrence.) 

Soient P un sous-groupe parabolique propre de G', P = LU une décomposition de 
Levi de P et cr une r.e.c.i. de L. On sait (voir, par exemple, [Bal], lemme 2.3) qu'on a 
deux possibilités : 

- si o" est un produit du type u = ^ (g) oii V est la restriction à L d'un caractère ^ 
de G' et (7„ est de carré intégrable, alors ind^ a = ® ind^ au, 

- sinon indi a est une somme de représentations de Langlands strictement induites. 
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Maintenant, si a est dans la seconde situation, f{indp' a) = par la construction de 
/ (condition 3) dans le premier cas et 2') dans le deuxième). Si a est dans la première 
situation, alors on a encore une fois deux possibilités : 

- ou bien L = Lq pour un g G G' et il existe un caractère 6 de L qui est la restriction 
d'un caractère G non ramifié de G' tel que cr^ = (8> tTq ; alors, dans Grot{G'), on a 
indi (Tu = (g) ind^^TïQ, ce qui implique 

fiindf'a) = (g) indf'au) = /(^B (g) mdf^vro) = 

(voir les remarques faites plus haut sur la construction de / dans les deux cas), 

- ou bien on ne se trouve pas dans cette situation ; alors les séries de composition de 
Q^indp^{-7To) et indp au sont disjointes pour tout & G ^(G'). La suite de composition de 
indp' au est donc formée de représentations tempérées, mais ne contient aucun élément 
de U|^]^^'(G'; rj). Cela implique que la suite de composition de indp a = "ifC^indp au est 
formée de représentations essentiellement tempérées mais ne contient aucun élément de 
U|^^^(G'; Ti). Donc, encore une fois, f{ind^ a) = par la condition 3) dans le premier 
cas et 2') dans le deuxième cas dans la construction de /. 

Étape 2 : Soit GrotindiG') le sous-groupe de Grot{G') engendré par toutes les représentations 
induites à partir de sous-groupes paraboliques propres de G' . Les représentations in- 
duites des r.e.c.i. à partir de sous-groupes paraboliques propres de G' forment une famille 
génératrice pour Grotind{G') ■ (Utilise l'hypothèse de récurrence.) 

Remarquons que l'hypothèse de récurrence implique que pour tout sous-groupe parabolique 
propre P de G' qui a une décomposition de Levi P = LU, toute représentation tempérée 
de L est une représentation induite d'une représentation de carré intégrable. Par 
conséquent, toute représentation essentiellement tempérée de L est une représentation 
induite d'une représentation essentiellement de carré intégrable. 

Soit P = LU un sous-groupe parabolique propre de G'. La remarque plus haut 
vaut maintenant pour tous les sous-groupes paraboliques de L, propres ou pas cette 
fois. Mais l'ensemble des induites des représentations essentiellement tempérées de 
tous les sous-groupes paraboliques (propres ou pas) de L est une famille génératrice 
de Grot{L) (car elle contient la base de Langlands de L). L'hypothèse de récurrence im- 
plique donc que l'ensemble des induites des r.e.c.i. de tous les sous-groupes paraboliques 
(propres ou pas) est aussi une famille génératrice de Grot{L). Cela prouve que les 
représentations induites de r.e.c.i. à partir de sous-groupes paraboliques propres de G' 
engendrent Grotind{G'). □ 

Pour vérifier les conditions de Paley- Wiener sur /, il suffit, grâce au lemme l2?3l de 
montrer que pour toute représentation irréductible tt de G', la restriction de / à ^{G'; vr) 
est algébrique. Pour cela, on écrit vr sur la base de Langlands dans Grot{G'). Il y a 
deux types de représentations qui apparaissent dans cette écriture : des représentations 
essentiellement tempérées de G' et des représentations de Langlands induites strictes. 
Quand on fait le produit tensoriel d'une représentation de Langlands induite stricte par 
un caractère, on obtient toujours un élément de Grotind{G'). Or, on a montré que / 
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s'annule sur Grotind{G'). Donc, l'algébricité de / sur ^'(G';7r) se réduit à l'algébricité 
de / sur les variétés ^(G';t) où r est une représentation essentiellement tempérée, qui 
est évidente par les conditions posées à la construction de /. 

Donc / est une fonction trace par application du théorème de Paley- Wiener ([BDK]). 
Soit /' une fonction sur G' qui correspond à / par ce théorème. 

Lemme 2.4. L'intégrale orbitale de f est nulle sur les éléments semisimples 
réguliers non elliptiques de G' . 

Démonstration. On a vu que, pour tout a € Groti^diG'), on avait tra{f') = 0. Le 
lemme est alors une conséquence classique en toute caractéristique (voir par exemple 



La fonction /' annule de plus les traces de toutes les représentations essentiellement 
de carré intégrable, mais pas la trace de ri. Montrons qu'il y a là une contradiction qui 
prouve que s = 1 (on est toujours dans la démonstration du lemme lÏÏ^ . On distingue 
deux cas, selon la caractéristique de F : 

(a) F est de caractéristique nulle 

Lemme 2.5. L'intégrale orbitale de f s'annule sur les éléments elliptiques 
réguliers de G' . 

Démonstration. Soient Z le centre de G' et oj un caractère unitaire de Z. Nous 
allons utiliser l'espace -Lo(Gg;a;) des fonctions / localement constantes sur l'ensemble 
des éléments elliptiques réguliers de G' , invariantes sous l'action de conjugaison par des 
éléments de G' , et vérifiant f{zg) = uj{z)f{g) pour tout z G Z et tout g elliptique régulier 
dans G' . On considère le sous-espace L'^(G'^;lo) de Lo(Gg; w) formé des fonctions / telles 
que 



converge, où % est un ensemble de représentants des classes de conjugaison de tores 
elliptiques maximaux de G', \Wt\ est le cardinal du groupe de Weyl de T, T^^^ est 
l'ensemble des éléments réguliers de T, dt est choisie de façon à ce que le volume de 
T'^^s/Z soit 1, et D{t) est la valeur absolue normalisée du déterminant de l'opérateur 
Ad{t~^) —Id agissant sur Lie{G') / LieiT) . On définit un produit scalaire dans L'^{G'^; uj) 
en posant : 



qui munit L'^{G'^;uj) une structure d'espace préhilbertien. 

On sait que pour toute représentation vr de G' de carré intégrable et de caractère 
central w, la restriction du caractère Xvr de vr à Gg se trouve dans -L^(Gg; w) et les éléments 
de -L^(Gg;a;) ainsi obtenus forment une famille orthonormale pour < ; >g ([C12]). Une 
conséquence de la correspondance de Jacquet-Langlands avec une algèbre à division et 



[Bal], lemme 2.4). 



□ 
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que ce système est complet ([Ba2], cor. 5.13, par exemple). À partir de /' on définit 
en posant, pour tout g € G', 

Ug) = [ L,iz)f{zg)dz. 
Jz 

Nous avons la relation entre les intégrales orbitales 

HfL;9)= i co{zW;zg)dz, 



JZ 

pour tout g G G' . Le lemme ITH entr aine donc que l'intégrale orbitale de est nulle sur 
les éléments semisimples réguliers qui ne sont pas elliptiques, i.e. qui n'appartiennent 
pas à un tore elliptique maximal. Dans ce cas, la formule d'intégration de Weyl donne, 
pour toute représentation de carré intégrable vr de G' de caractère central co, 

trAf) = Y, \W{T)\-^ [ D{t)xAmifL;t)dt. 

Or, on sait que tr7r{f^) = trT:{f') = 0. 

Lemme 2.6. La restriction à l'ensemble des éléments elliptiques réguliers 
de G' de l'intégrale orbitale de se trouve dans l'espace Lp' {G'^; uj~^) . 

Démonstration. D'après [H-CvD], th. 14, chap.8, pour tout T dans 7^, le produit 
de l'intégrale orbitale de flj et de la fonction Dï est borné sur _ Lg module du 
carré de cette fonction est ainsi borné et donc intégrable sur T'''^^ /Z qui est de mesure 
1. Comme 7^ est fini, le résultat s'ensuit. □ 

D'après ce qui précède, la conjuguée de ^{f^; ') est un élément de L'^{G'^;uj) orthog- 
onal à Xtt- C'est vrai pour toute représentation vr de carré intégrable et de caractère 
central uj. On en déduit que ^{f^; ) est identiquement nulle sur l'ensemble des éléments 
elliptiques réguliers. 

Soit g un élément elliptique régulier de G' . Nous avons trouvé que pour tout caractère 
unitaire a; de Z on a 



L 



u;{z)^f';zg)dz = 0. 

iz 

Par [Bo], chap. 2, th. 4.4, on en déduit que ^{f';g) = 0. Le lemme est montré. □ 
Les lemmes [2 . 41 et IÏÏ31 imolig uent que l'intégrale orbitale de /' est nulle sur l'ensemble 
des éléments semisimples réguliers de G' . Mais alors la trace de toute représentation de 
G' est nulle sur /' (nous sommes en caractéristique nulle). Cela contredit tr(ri(/')) 7^ 0. 
En conclusion s = 1 et on a mdp^vro = ar où a est un entier strictement positif et r est 
une représentation tempérée de G'. □ 

(b) F est de caractéristique positive 

Nous avons utilisé deux résultats connus pour l'instant uniquement en caractéristique 
nulle dans la démonstration plus haut. Dans le cas de caractéristique non nulle, nous 
allons utiliser les corps proches de Kazhdan pour conclure. Soit E un corps local non 
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archimédien de caractéristique nulle. Notons Op (resp. Oe) l'anneau des entiers de F 
(resp. E), et Ip (resp. Ie) l'idéal maximal de Op (resp. Oe)- Nous disons que E et F 
sont m-prochcs s'il existe un isomorphisme d'anneaux A™^ de Op/I^ sur Oe/Ie (pour 
tout m on peut trouver un tel corps E). Quand on dira par la suite que F et E sont 
m proches, on considérera tacitement qu'un isomorphisme est fixé une fois pour 
toutes. Soit E un corps m proche de F. Rebaptisons G'p notre groupe pour rappeler 
qu'il est défini sur F. Nous avons G'p = GLriDp) où Dp est une algèbre à division 
centrale sur F, de dimension finie d?. On note G'^ le groupe GL^-^De) où De est une 
algèbre à division centrale sur E qui a le même invariant que Dp. 

Notons Oop l'anneau des entiers de Dp, et Ipip l'idéal maximal de Oop- On pose 
= GLr{Dp), et, pour tout entier strictement positif K^p,^ = 1 + Mr{lf^^). On 
fixe sur G'p une mesure de Haar telle que le volume de Kjj^ soit 1. Soit / une fonction 
localement constante à support compact sur G'p. Nous définissons le niveau de / comme 
étant le plus petit entier l tel que / soit bi-invariantc par K\j^. Notons Hp l'algèbre 
de Hecke des fonctions localement constantes à support compact de niveau inférieur ou 
égal à l sur G'p. Si vr est une représentation lisse irréductible de G'p on appelle niveau 
de TT le plus petit entier l tel que tt ait un vecteur non nul fixe sous K\^^. Adoptons 
pour G'p des notations et définitions analogues à celles fixées dans ce paragraphe pour 
Gp. 

Dans [Ba2] nous montrons que, quel que soit l'entier positif l, il existe un entier m 
tel que, pour tout corps E m-proche de F, Xpp induise un isomorphisme d'algèbres 
?DpDe -^-F ^^'^ ^^E- D'où bijection entre l'ensemble de classes d'équivalence des 
représentations lisses irréductibles de G'p de niveau inférieur ou égal à / et l'ensemble de 
classes d'équivalence des représentations lisses irréductibles de G'p de niveau inférieur 
ou égal à l. On utilise pour cet isomorphisme la même notation Cd^^d^- Nous avons 

KD,D,(^)(Ci.,D,(/))=iM/) 

pour toute représentation tt de G'p de niveau inférieur ou égal à / et toute / G H^p. 

Avec les conventions faites en début de section, un sous-groupe de Levi standard L de 
G'p ou G'p est formé des matrices diagonales par blocs de taille donnée et on peut associer 
à L de façon biunivoque une suite ordonnée d'entiers strictement positifs ri,r2...rk telle 
que Yli=i n = f où les représentent les tailles de ces blocs. À un sous-groupe de Levi 
standard de G'p correspond donc un unique sous-groupe de Levi standard de G'p. C'est 
pareil pour les sous-groupes paraboliques standard. Si Lp est un sous-groupe de Levi 
standard de G'p on note -L_e le sous-groupe de Levi standard de Ge qui lui correspond, 
et si Pp est un sous-groupe parabolique standard de G'p on note Pp le sous-groupe 
parabolique standard de G'p qui lui correspond. Sur chaque bloc d'un sous-groupe de 
Levi standard de G'p et G'p nous adoptons les mêmes notations et conventions que plus 
haut. 

Soit P est un sous-groupe parabolique standard de G'p et P = LU sa décomposition 
de Levi (L sous-groupe de Levi standard de G'p et U le radical unipotent de P). On 
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munit P et U de mesures de Haar invariantes à gauche telles que les volumes de PCiK^^ 
et U Cl soient égaux à 1. On note ôp le caractère modulaire sur P. 

Pour toute fonction localement constante à support compact sur G'p, on définit une 
fonction localement constante à support constant sur L, f^, par la formule : 

fP{l) = ôhl) [ [ f{k-Huk)dkdu 
Jko Ju 

Dp 

pour tout / G L. 

Les mêmes définitions s'appliquent à E. 

Proposition 2.7. Soient Pp un sous-groupe parabolique standard de G'p et 
Pp = LpUp la décomposition de Levi standard de Pp. Alors il existe un 
m tel que, si F et L sont m-proches, alors Ç^p/pD^if) CppOpif ) -^^^^ 
bien définies et on a 

iCopDpif'))^'^ = CopDpif ^'')- 

Démonstration. L'analogue de cette proposition dans le cas particulier G'p = 
GLr{F) est montré à la page 1053 de [Le]. La démonstration est exactement la même 
dans notre cas. □ 

Nous allons relever notre situation en caractéristique nulle et utiliser (a). Soit Vp 
l'ensemble de tous les sous-groupes paraboliques standard, propres ou pas, de G'p et 
soit m un entier suffisamment grand pour que, pour tout corps local E qui est m- 
proche de F, la proposition 12.71 plus haut soit vérifiée pour tout Pp G Vp qui a une 
décomposition de Levi standard Pp = LpUp (c'est possible puisque Vp est un ensemble 
fini). On a alors : 

1) si Pp est un sous-groupe parabolique standard propre de G'p, si Pp = LpUp est 
une décomposition de Levi standard de Pp, si tt est une représentation lisse irréductible 
de L^;, alors : 

- ou bien le niveau de n est supérieur strictement à / et alors 

tr7r{C^DpDpif'''n)=0, 

- ou bien le niveau de vr est inférieur ou égal à / et alors, en supposant que a est 
la représentation lisse irréductible de Lp qui vérifie CppOpi"^) = on peut écrire : 

tr7T{C'DpDp{f'''n) = traif'^n = tr{tndf^a){f') = 

car /' annule la trace de toute représentation de Grotind{G'p). 

Dans les deux cas on obtient irTT{(\j^pi^{f'P^)) = ce qui implique, compte tenu de 
la proposition 12 . 71 plus haut, que 

tr(m4|vr)(Cl5,D,(/'))=0. 

Finalement, on a trouvé que CopOpif) ™^ fonction qui annule la trace de toute 
représentation dans Grotind{G'p). 
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2) si vr est une r.e.c.i. de Ge, alors ou bien son niveau est supérieur strictement à 
l et donc trTT{C\^^j^^{f')) = ou bien son niveau est inférieur ou égal à l et alors, en 
supposant que a est la représentation lisse irréductible de G'p qui vérifie C|) ^ (o") = vr 
on a que a est une r.e.c.i. (th. 2.16.b dans [Ba2]) et par conséquent 

tr7r{C^D,DM'))=tMf')=0, 

car /' annule la trace de toute r.e.c.i. de G'p. Finalement, on a trouvé que CopD^if') 
annule la trace de toute r.e.c.i. de G'p. 

Or, E est de caractéristique nulle. Par les points 1) et 2) ci-dessus et par le raison- 
nement déjà fait en caractéristique nulle, on en déduit que Cz^^d^, (/') annule la trace de 
toutes les représentations de G'p. D'autre part, comme trTi{f') ^ 0, le niveau de t\ est 
inférieur ou égal à l et donc C^d^Db (''"i) défini et 

Contradiction. On trouve donc, comme en caractéristique nulle, que s = 1 et on a 
indp^TTo = ar où a est un entier strictement positif et r est une représentation tempérée 
de G'. □ 
Le fait que a = 1 se montre exactement de la même façon que les étapes (2) et (3) de 
la preuve de la proposition 27 de [FK], page 98. Le th. 12.11 est démontré. 

3. (Une) correspondance de Jacquet-Langlands généralisée 

3.1. Correspondance entre les groupes de Grothendieck. Dans cette sous-section 
F est un corps local non archimédien, D est une algèbre à division centrale sur F 
de dimension d?, r est un entier strictement positif, n = rd, G = GLn{F) et G' = 
GLr{D). Rappelons que, si g est un élément de G ou de G' on dit que g est semisimple 
régulier si son polynôme caractéristique est séparable (valeurs propres distinctes dans 
une clôture algébrique de F). Si g G G et g' £ G' on dit que g et g' se correspondent 
s'ils sont semisimples réguliers et ont le même polynôme caractéristique. Rappelons 
maintenant l'énoncé de la correspondance de Jacquet-Langlands : il existe une unique 
correspondance bijective C de l'ensemble des classes d'équivalence de r.e.c.i. de G sur 
l'ensemble des classes d'équivalence de r.e.c.i. de G' qui vérifie, pour toute r.e.c.i. n de 
G : 

X.(<7) = (-ir-'-Xcw(5') 
pour tout g et g' qui se correspondent. Sur G comme sur G' fonctionnent les conventions 
faites à la section précédente pour une forme intérieure de G quelconque. Avec ces con- 
ventions, à un sous-groupe de Levi standard de G' correspond un unique sous-groupe 
de Levi standard de G et à un sous-groupe parabolique standard de G' correspond un 
unique sous-groupe parabolique standard de G. Si L' est un sous-groupe de Levi stan- 
dard de G' et L est le sous-groupe de Levi standard de G qui lui correspond, L' est un 
produit de groupes du type GLk{D) et L est le produit des groupes du type GLdk{F) 
qui leur correspondent. Si L est de ce type, on dit que / se transfère. Ces définitions 
s'étendent facilement aux sous-groupes paraboliques standard. La correspondance de 
Jacquet-Langlands induit une correspondance entre les r.e.c.i. de L et les r.e.c.i. de L' . 
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Nous noterons cette correspondance aussi C, quand il n'y aura pas d'ambiguïté. 

Proposition 3.1. Soit Bq le sous-ensemble de Grot{G) formé des induites 
de r.e.c.i. de tous les sous-groupes paraboliques standard de G. Alors Bq 
n'est autre que la base de Langlands de Grot[G). Soit Bc le sous- ensemble 
de Grot{G') formé des induites de r.e.c.i. de tous les sous-groupes paraboliques 
standard de G' . Alors Bq' n'est autre que la base de Langlands de Grot{G'). 

Démonstration. Le fait que Bg soit une base de Grot{G) apparaît dans [Ze] sans 
que le fait que ce soit exactement la base de Langlands y soit dit explicitement. Ce 
résultat est conséquence directe du fait que les induites des représentations de carré 
intégrable sont irréductibles et la démonstration est la même sur les deux groupes. Voir 
[Ta], prop. 2.1 pour le cas général de G'. □ 

Soit JL,. l'application définie sur Bc à valeurs dans Grot{G) de la façon suivante : 
soient P' un sous-groupe parabolique standard (propre ou pas) de G\ L' le sous-groupe 
de Levi standard de P' et a une r.e.c.i. de L' ; soient P le sous-groupe parabolique 
standard de G qui correspond à P', L le sous-groupe de Levi standard de P (L correspond 
à L') et a la r.e.c.i. de L qui vérifie C{a) = a' ; on pose 

3hr{indp/a') = indpa. 

Grâce à la proposition précédente, JL^ s'étend de façon unique en un morphisme injectif 
de Z-modules de Grot{G') dans Grot{G). 

Théorème 3.2. a) Le morphisme injectif de Z-modules 

JLr :Grot{G')^Grot{G), 

commute à la tensorisation avec des caractères, et on a 

x.'(5') = (-ir~''xjL.M(5) 

pour tout g E G et g' & G' qui se correspondent. 

b) Le morphisme JL^ réalise une bijection 

- entre l'ensemMe des classes de représentations de carré intégrable de G' 
et l'ensemble de classes de représentations de carré intégrable de G, ainsi 
qu'entre l'ensemble des classes de r.e.c.i. de G' et l'ensemble des classes de 
r.e.c.i. de G (l'application inverse n'est autre que C), 

- entre l'ensemble des classes de représentations tempérées de G' et l'ensemble 
des classes de représentations tempérées de G qui sont des induites de 
représentations de carré intégrable de sous-groupes paraboliques de G qui 

se transfèrent, 

- entre l'ensemble des classes de représentations cuspidales de G' et l'ensemble 
de classes de r.e.c.i. de G dont la restriction de Jacquet à tout sous- groupe 
parabolique qui se transfère est nulle. 

c) Soit Sg,g' le sous-module de Grot[G) engendré par l'ensemble des 
représentations induites de r.e.c.i. de tous les sous- groupes paraboliques de 
G qui ne se transfèrent pas. Alors Sg,G' est un supplémentaire de l'image 
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/m(JLr) de JL^ dans Grot{G) et JL^ induit un isomorphisme de groupes 

JL; : Grot{G') ~ Grot{G)/SG,G' ■ 

Démonstration, a) Soient g & G et g' & G' qui se correspondent. Pour vérifier 
qu'on a 

pour tout tt' g Grot{G') il suffit de le vérifier pour tout tt' G Bg'- Si tt' est une r.e.c.i. 
on a JLr(7r') = C~^(7r') et c'est évident. Si vr' est l'induite d'une r.e.c.i. à partir d'un 
sous-groupe parabolique propre, cela résulte de la définition de JLr(7r') et de la formule 
du caractère d'une représentation induite ([vD] ou [CU], prop. 3). 

Pour montrer que JL^ commute à la tensorisation avec des caractères il suffit de le 
montrer sur la base Bq'- Soit x un caractère de G' . Si vr' = ind'f„a', où P' est un 
sous-groupe parabolique standard de G' et a' est une r.e.c.i. du sous-groupe de Levi 
standard L' de P', alors on a 

;Y vr' = ind%{{res%x) ® o"')- 

Or, (resp^x) ® ^' sst une r.e.c.i. de L' . Soient P le sous-groupe parabolique standard 
de G correspondant à P', L son sous-groupe de Levi standard et a la r.e.c.i. de L qui 
correspond à a' par la correspondance entre L et L'. On a alors par définition de JL^ : 

JLr{indp,{{resp,x) ® <^')) = 'indp{{respx) (8) a). 

On en déduit que 

JLrix <S) tt') = JLr{indp,{{resp,x) ® cr')) = indp{{respx) <8) cr) = 



X ® indpa = x^ 3'Lr{indp,a') = x® JLr(7r'). 

b) L'assertion sur les r.e.c.i. est la correspondance de Jacquct-Langlands classique. 
L'assertion sur les représentations de carré intégrable en résulte puisque C conserve le 
caractère central et une r.e.c.i. est de carré intégrable si et seulement si son caractère 
central est unitaire. Les représentations tempérées de G' sont exactement les induites 
de représentations de carré intégrable des sous-groupes paraboliques (propres ou pas) 
et l'assertion sur les représentations tempérées est immédiate. La partie concernant les 
représentations cuspidales est le théorème B.2.b de [DKV] (l'argument marche aussi en 
caractéristique non nulle, voir [Ba2], prop. A, page 53). 

c) Le fait que Sg,G' est un sous-module supplémentaire de Im(JLr) dans Grot{G) 
est une conséquence immédiate du fait que i'LriBG') C Bg et Bg \ 3^r{BG') est par 
définition une base de ^g,G'- Le fait que le morphisme de Z- modules Grot{G') 
Grot{G)/SG,G' obtenu par composition de la projection Grot{G) — > Grot{G)/SG,G' 
avec JLr est un isomorphisme s'ensuit, parce que JL^ est injectif et réalise donc une 
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bijection de Grot{G') sur son image. □ 
Commentaires. 

1) Le morphisme JL^. n'envoie pas toute représentation cuspidale de G' sur une 
représentation cuspidale de G. C'est le cas si et seulement si l'ensemble des nombres 
premiers qui divisent n coïncide avec l'ensemble des nombres premiers qui divisent r. 

2) Le morphisme JL^ n'envoie pas toute représentation irréductible de G' sur une 
représentation irréductible de G, sauf si d = 1 ou r = 1. Douons un contre-exemple qui 
se généralise facilement. Soient n = 4, d = r = 2, L' le tore diagonal de G' = GL2{D) 
et L le sous-groupe de Levi standard de G = GLi{F) qui lui correspond. Soit p un 
caractère de F. En utilisant les notations de [Ze], considérons la r.e.c.i. a de L : 

a =< [p; vp] >* (g) < [vp; u'^p] >* 

{u est le caractère valeur absolue du déterminant, < [p; up] >* est la r.e.c.i. associée au 
segment [p; up] etc.). Le théorème 9.7 de [Ze] implique que la représentation induite de 
a k G est réductible, puisque les segments [p; vp\ et [vp; u'^p] sont liés. Soit a' la r.e.c.i. 
de L' qui correspond à a. Alors le lemme 2.5 de [Ta] implique que la représentation 
induite de a' à G' est irréductible parce que d = 2 ne divise pas la longueur du segment 
[p;up] n [vp;v'^p\ = [vp;vp\. 

On peut donc dire qu'en général, à une représentation irréductible vr de G' correspond 
une combinaison linéaire à coefficients dans Z de représentations irréductibles de G. 

3) Le théorème Kl 21 implique que, si D et D' sont deux algèbres à division de même 
dimension sur F, si r est un entier strictement positif, il y a un unique isomorphisme 

/ : Grot{GLr{D)) ~ Grot(GLr{D')) 

tel que pour tout vr E Grot[D) on ait : 

xAg) = Xf{-K){a') 

pour tout g € GLr{D) et tout g' € GLr{D') semisimples réguliers qui ont le même 
polynôme caractéristique. Une question intéressante serait de savoir si cette fois, la cor- 
respondance / envoie une représentation irréductible sur une représentation irréductible. 
Cela n'a pas l'air évident, même si le théorème 13.61 de la sous-section suivante im- 
plique que la correspondance / commute avec l'induction et la restriction, ainsi qu'avec 
l'involution définie par A. -M. Aubert ([Au]). 

4) En définissant le morphisme JL^ ainsi on a fait le choix (naturel d'un certain point 
de vue) de privilégier les représentations de carré intégrable. En effet, les propriétés 
imposées au point a) du théorème ne caractérisent pas le morphisme JL^, et même les 
propriétés imposées au points a) et b) ne le caractérisent pas non plus. En regardant 
"dans l'autre sens" on obtient le résultat suivant plus naturel d'un autre point de vue 
puisqu'il est assorti d' "unicité" : 
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pour tout g £ G et g' & G' qui se correspondent. Le morphisme LJ^ est 
surjectif. Son noyau est Sg,G'- 

Disons qu'un élément de Grot{G) est G' — nul si son caractère est nul sur tout élément 
semisimple régulier qui a un correspondant dans G' . L'ensemble des éléments G' — nuls 
dans Grot{G) n'est autre que Sg,g'- 



3.2. Correspondance entre les algèbres de Hopf. Dans cette sous-section, F désigne 
un corps local non archimédien et D une algèbre à division centrale sur F, de dimension 



Soit n un entier strictement positif. Soit G l'un des groupes GLn{F) ou GLn{D). 
Rappelons que, si L est un sous-groupe de Levi standard de G, alors il existe une partition 
^iU-42U-"LI^fc de l'ensemble {1,2 ...n} où = {1,2 ...ni}, A2 = {ni + l,ni + 
2 ...ni + n2} etc. telle que L soit l'ensemble des matrices M = {mij)i<ij<n € G telles 
que mij est nul si ^ U^^i^j x A^. On appelle les ensembles ordonnés Ai, A2... Ai- 
les sections de L et on pose aussi \L\ = n — k — 1. Maintenant, si Li et L2 sont deux 
sous-groupes de Levi standard de G, on note W{L\,L2) le sous-groupe de W{G) formé 
des éléments w qui vérifient : 

- w{k) < w{ï) si k < l ci k ci l sont dans la même section de Li 

- w^^{k) < w~^{l) si k < l et k et l sont dans la même section de L2. 

Si w G W{Li;L2), alors "'Li n L2 et Li n L2 sont des sous-groupes de Levi standard 
de G. Dans ce qui suit, on n'utilise les foncteurs d'induction et de restriction qu'à par- 
tir de sous-groupes paraboliques standard de G qui vont donc être déterminés par leur 
sous-groupes de Levi standard. On adopte donc les notations de [Au] : si Li et L2 sont 
deux sous-groupes de Levi standard de G tels que Li C L2, alors on pose i^^ = indp^ 

et r^^ = resp^ où Pi et P2 sont les sous-groupes paraboliques standard qui ont pour 
sous-groupes de Levi standard Li et L2 respectivement. 

Rappelons ici sous forme d'un lemme le théorème 1.2 de [Ze], résultat qui nous sera 
utile par la suite : 

Lemme 3.4. Soient Li et L2 deux sous-groupes de Levi standard de G. Soit 
TT une représentation de Li. On a alors : 



cf. 




XI i"'LinL2((rLinL^7r)'"). 



weW{Li,L2) 
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Posons 

7^(F) = 0Grot(GL„(F)) 

ngN 

OÙ, par convention, pour n = on met GLn{F) = Z = Grot{GLn{F)) . Si L est un sous- 
groupe de Levi standard de GLn{F) à k blocs, on considérera comme une application 
linéaire de Grot{GLn{F)) à valeurs dans (^^TZ{F). 

A. Zelevinski a muni l'espace vectoriel TZiF) d'une multiplication m et une comultipli- 
cation c qui en font une algèbre de Hopf graduée ( [Ze] ) . Avec les notations et conventions 
plus haut, la multiplication et la comultiplication de Zelevinski se définissent de la façon 
suivante : 

- si TTfc G Grot{GLk{F)) et -Ky G Grot{GLy{F)), alors on identifie GLk{F) x GLy{F) 
avec le sous-groupe de Levi standard L de GLkj^ki{F) de blocs diagonaux de taille k 
puis k' et on pose 

et on étend par bilinéarité à une application de TZiF) TZ{F) à valeurs dans TZ{F). 

- si TT G Grot{GLn{F)), on identifie GLk{F) x GLf^/{F), k + k' = n, k un sous-groupe 
de Levi standard maximal de GLn{F), Lk^i^./, et on pose 

= L ^L,,; ; 

k+k'=n 

on étend ensuite par linéarité à une application de TZiF) à valeurs dans TZiF) (g) TZ{F). 

Exactement de la même façon on peut poser 

n{D) = ^Grot{GLr{D)). 

reN 

Si L est un sous-groupe de Levi standard de GLj.{D) à k blocs, on regarde comme 
une application linéaire de Grot{GLr{D)) à valeurs dans Ç^^TZ{D). On peut munir 
l'espace vectoriel 1Z{D) d'une multiplication m' et une comultiplication c' définies comme 
plus haut et vérifier comme dans [Ze] qu'on obtient ainsi une algèbre de Hopf graduée 
(voir [Ta]). Si H est l'un des groupes étudiés ici, notons Il^{H) l'ensemble des classes 
d'équivalence de r.e.c.i. de H. 

Proposition 3.5. En tant qu'anneau, TZ{F) est isomorphe à l'anneau de 
polynômes en une infinité de variables commutatives Z[[J Il^{GLn{F))] et, 

neN 

toujours en tant qu'anneau, 'R-{D) est isomorphe à l'anneau de polynômes 
en une infinité de variables commutatives '^[[^ Il^{GLr{D))]. 

reN 

Démonstration. Pour TZ{F), cette proposition est une conséquence du corrolaire 
7.5, du théorème 9.3, et de la proposition 9.16 de [Ze]. Voir [Ta], prop. 2.1 pour le cas 
général TZ{D). Autant pour ^{F) que pour TZ{D) c'est une conséquence immédiate de 
la proposition 13.11 □ 
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Théorème 3.6. a) L'ensemble des morphismes injectifs de Z-modules 

3Lr : Grot{GLr{D)) Grot{GLrd{F)) 
pour tout r induit un morphisme injectif d ' anneaux 

JL : n{D) n{F). 

h) L'image de JL est le sous-anneau de TZ{F) engendré par les r.e.c.i. de 
tous les GLn{F) tels que d divisen. L'idéallp^D de l'anneaulZ{F) engendré 
par les r.e.c.i. de tous les GLn{F) tels que d ne divise pas n est un "L-module 
supplémentaire de l'image de JL dans TZ{F). 

c) La comultiplication de Tt{F) induit une opération bien définie sur 
l'anneauTZ{F) /Ip^D . L'anneauTZ{F) /1f,d hérite ainsi d'une structure d'algèbre 
de Hopf. L'application JL induit un isomorphisme d' algèbres de Hopf 

JLH : n{D) ~ n{F)/lF,D- 

Démonstration, a) Pour tout entier positif r, JL,. induit une bijection de lP{GLr{D)) 
sur lP{GLrci{F)). La proposition 13.51 implique que cette restriction de JL^ aux r.e.c.i. 
pour tout r induit un unique morphisme d'anneaux JL de dans TZ{F), qui de 

plus est injectif. On doit prouver que pour tout r l'application JL coïncide avec JL^ sur 
Grot{GLr{D)) tout entier. Par la proposition 13 . Il et par linéarité des deux applications, 
il suffit de vérifier que pour deux r.e.c.i. vr^ de GLi.^{D) et vTg de GLr^iD), on a 

m(JL^i(7ri); JLr2(7r2)) = JLn+ral^i'W; vTa)). 
Mais cela fait partie de la définition même de JLj-^+^j. 

b) Partant de la définition de JL, le fait que l'image de JL est le sous-anneau de 
7^(F) engendré par les r.e.c.i. de tous les GLn{F) tels que d divise n est tautologique. 
En écrivant maintenant 

U = (Utf(GL„(F)))U(Utf(GL4F))), 

nGN d\n d]fn 

on a que tout polynôme en les variables IJneN ^^{GLn{F)) s'écrit de façon unique comme 
la somme d'un polynôme en les variables IJd|n n^(GL„(F)) et un polynôme dont chaque 
monôme contient au moins une variable se trouvant dans l'ensemble IJ^j^ n^(GL„(F)). 
On en déduit l'égalité de Z-modules : 

n{F) = /m(JL) © 1f,d- 

c) Par le point b) le morphisme injectif d'anneaux JL : TZ{D) ^{F) induit un 
isomorphisme d'anneaux JLH : TZ{G') — > TZ{F) /Ip^r,. Il suffit de montrer que la co- 
multiplication c de "R-iF) "passe au quotient" et que JLH commute à la comultiplica- 
tion. Reprenons les notations de la sous-section précédente : r G N*, G' = GLr{D) et 
G = GLrd{F). On va étudier l'effet du foncteur restriction sur les bases Bq et Bc- On 
commence par les r.e.c.i.. 

Dans ce qui suit on suppose que le lecteur est un peu familiarisé avec les travaux de 
Bernstein et Zelevinski présentés dans [Ze]. 
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Lemme 3.7. a) Soit a une r.e.c.i. de G qui correspond à un segment 
[p; p] de Zelevinski. Soit L un sous-groupe de Levi standard de G. Alors 
r^a est la représentation nulle si l'entier n/k ne divise pas la taille de tous 
les blocs de L et r^o" est une r.e.c.i. de L si V entier n/k divise la taille de 
tous les blocs de L. 

b) Soient a' une r.e.c.i. de G' et L' un sous- groupe de Levi standard de 
G'. Posons a = JLr((T'). Supposons que la r.e.c.i. a de G correspond à un 
segment [p;h'''~^p]. Soit L le sous-groupe de Levi standard de G qui corre- 
spond à L. Alors r^'/'o"' est la représentation nulle si l'entier n/k ne divise 
pas la taille de tous les blocs de L et ^%ci' est une r.e.c.i. de L' si l'entier 
n/k divise la taille de tous les blocs de L. r^,'(T' et v^a se correspondent par 
C. 

Démonstration. Le point a) est la proposition 9.5 de [Ze]. Le point b) est alors la 
conséquence directe de [DKV], th. B.2.b. □ 

Appliquons maintenant le lemme EiU à un élément vr de Bg- On a vr = i^^o" oià o" est 
une r.e.c.i. du sous-groupe de Levi standard Li de G. Soit L2 un autre sous-groupe de 
Levi standard de G. On a alors 

rfî^ = i-LjiLifT = i-LinL2((rLinL^fT)"'). 

u.Giy(Li,L2) 

Le lemme ET] implique alors que r^^vr est une somme de représentations de L2 qui sont 
des induites de r.e.c.i. de sous-groupes de Levi standard de L2 du type "'Li nL2. Notons 
W{Li;L2)d l'ensemble des éléments w € W{Li;L2) tels que ^Li n L2 se transfère (i.e. 
que d divise le cardinal de toutes ses sections) . Ecrivons 

(3.1) rg^vr = rf^i^.a = 

X] i»LinL2r(rLinL^<7))+ ^ i^Linia r(rLinL^cr)) 

weWiLuL2)d weW(LuL2)\WiLi,L2)d 

D'abord, si Li ou L2 ne se transfère pas, alors W{Li; L2)d = parce qu'un sous-groupe 
de Levi standard qui ne se transfère pas ne peut pas contenir un sous-groupe de Levi 
standard qui se transfère. 

C'est le cas en particulier si Li ne se transfère pas (i.e. vr G Sg\JLj.(;Bg'))- On trouve 
donc dans ce cas que r^^vr est la somme des induites de r.e.c.i. de sous-groupes de Levi 
standard de L2 qui ne se transfèrent pas. Cela veut dire que, si L2 a A:-blocs, l'image de 
r^^ : TZ{F) — > <^^7i{F) est incluse dans le sous-espace 

k-l 

Y,WT^{F) ® 1f,d ®^'^'' n{F) 

1=0 

de (^^n{F)]. 



En particulier, en appliquant la définition de c on trouve que 

c(7r) e n{F) If^d + If,d ® Fi{F). 
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Puisque vr est un élément quelconque de Bc\Jï^riSG') cela implique que la comultiplica- 
tion "passe au quotient" dans 71{F)/Ïf,d- On note c la comultiplication de TZ{F) /Ïf,d 
induite par c. 

Etudions maintenant le cas où Li se transfère, i.e. vr E JL(;Bg')- formule l3.H 

si TT est un élément de JIjriBc), si L2 a /c sections, dans (S>''[Tl{F)/Ip^i;)] on a : 

(*) ^12'^= i-LinL2r(rLinL^o-))- 

i(JGW(Li,L2)d 

Si L2 ne se transfère pas, on a vu que W{Li, L2)d était vide et donc 
(* * *) rf^TT = dans [7^(F)/IJ7,B]■ 

Si L2 se transfère, adoptons les notations suivantes : 

- soit L'i le sous-groupe de Levi standard de G' correspondant à Li, 

- soit L'2 le sous-groupe de Levi standard de G' correspondant à L2, 

- soit vr' l'élément de Grot{G') correpondant à tt ; autrement dit, vr' est l'induite de 
L'^ à G' de a' où a' est la r.e.c.i. de L'^^ qui correspond à a par la correspondance entre 
Li et L'p 

On a par le lemme 13.41 : 

(**) i-i'inL^r(ri;n4-^'))- 

Maintenant, il existe une inclusion standard t de W{L'^] L'2) dans W{Li; L2). Elle est 
définie de la façon suivante. On regarde les éléments de W{L[;L'2) comme des permu- 
tations de l'ensemble {1,2 ...r} et les éléments de W{Li;L2) comme des permutations 
de l'ensemble {1,2 ...n} comme on l'a expliqué au début de cette sous-section. Soit r' 
une permutation dans W{L'^;L'2). Pour tout élément x de l'ensemble {l,2..n} il existe 
un unique couple (a; b) G {1, 2 ...r} x {0, 1 ...d — 1} tel qu'on ait 

X = ad — b. 

On pose alors 

t{x) =T'{a)d-b. 

On obtient ainsi une permutation r de l'ensemble {1,2 ...n} et on pose 

tir') = T. 

En fait, t^r) est la permutation de l'ensemble {1, 2 ...n} qui permute les r sous-ensembles 
{1,2 ...d}, {d+l,d+2 ...2d}, ...{{r-l)d+l, {r-l)d+2 ...n} selon la permutation r' tout 
en laissant l'ordre inchangé à l'intérieur de chacun de ces sous-ensembles. L'application 
clairement injective 

t:W{L[;L'2)^W{Lr,L2) 
ainsi définie a la propriété que pour tout w S W{L[;L2), les sous-groupes de Levi 
standard "'L'^ ^^^^Li nL2 se correspondent (et pareil pour 

Ainsi, l'image par t de W{L[;L2) est incluse dans W{Li] L2)d- Le but du jeu est 
maintenant de montrer que l'image par t de W{L[]L2) est en fait W{Li] L2)d- Cela 
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donnera l'égalité entre les membres droits des formules K-i.ll et (**), grâce au lemmeEIZl 
b). 

On doit montrer que, si w E W{Li; L2)d alors la permutation w de l'ensemble 
{1, 2 ...n} permute les sous-ensembles {1, 2 ...d}, {d+1, d + 2 ...2d}, ...{(r — l)d+l, (r — 
l)d + 2 ...n} en laissant l'ordre inchangé à l'intérieur de chacun de ces sous-ensembles. 

Posons w(l) = /. Supposons que l se trouve dans la s-ième section de L2. Alors / est 
le premier élément de cette section parce que, si l' est un élément de cette même section 
de L2 qui précède l, on doit avoir w~^{l') < w~^{l) (voir définition de W{Li; L2)) ce qui 
est impossible car w^'^{l) = 1. Donc, w{\) est un entier du type ad + 1, a G {0, 1 ...r} 
car il est le premier d'une section de L2 et les cardinaux des sections de L2 sont tous 
divisibles par d puisque L2 se transfère. 

Montrons qu'on a w{2) = ad + 2, w{3) = ad + 3 ...w{d) = (a + l)d. Montrons 
d'abord que les entiers w{l), w{2) ...w{d) se trouvent tous dans la même section de L2. 
Soit a la transposition pour un î G {2,3 ...d}. On note toujours a la matrice de 
permutation qui lui correspond. La matrice a se trouve dans le plus petit sous-groupe 
de Levi standard de G qui se transfère (celui formé de matrices diagonales par blocs de 
taille d et qui est contenu par conséquence dans tout sous-groupe de Levi standard de 
G qui se transfère). Donc a G Li Ci puisque ce dernier est un sous-groupe de Levi 
standard qui se transfère. C'est à dire que a G soit waw~^ € L2. Cela implique que 
la permutation waw~^ vérifie : pour tout x G {1,2 ...n}, w(tw~'^{x) et x se trouvent 
dans la même section de L2. En appliquant cela k x = w{l) on trouve que w{i) et w{l) 
se trouvent dans la même section de L2. C'est ce qu'on voulait démontrer. 

Maintenant prouvons que w{2) = ad + 2, w{3) = ad + 3 ... et w{d) = {a + l)d. 
Si, par exemple, w{2) 7^ ad + 2, alors on a w{l) =ad+l<ad + 2< w{2). Ces 
trois entiers étant dans la même section de L2 (puisque w{l) et w{2) le sont), on a 
w~^{w{l)) < w~^{ad + 2) < w~^{w{2)) (voir encore une fois la définition de W{Li;L2)) 
ce qui est impossible car il n'y a aucun entier entre 1 et 2. Ainsi de suite pour w{3) et 
les autres. On prouve ainsi que w envoie {1, 2 ...d} sur {ad + 1, ad + 2 ...(a -|- l)d} sans 
changer l'ordre. 

On continue de la façon suivante : on prouve que w{d + 1) est un entier du type 
Pd + 1. En effet, s'il n'est pas le premier dans la section de L2 qui le contient, les 
seuls entiers qui puissent le précéder dans cette section sont w{l), w{2) ... et ■w{d). 
Mais ces entiers sont consécutifs donc si un le précède, tous le précèdent et on a alors 
w{d -|- 1) = w{d) -1- 1 = (a -|- l)d + 1. Après cette remarque la démonstration se déroule 
comme pour {1,2 ...d}, jusqu'au résultat final. 

On a trouvé donc que t réalise une bijection : 

t:W{L[;L'2)c:^W{Li;L2)d. 
Si L2 & k sections, notons JLH® l'isomorphisme d'anneaux 

0''n{D) ~ ®'=[7^(F)/Ip,^5] 
induit par l'isomorphisme d'anneaux 



JLH : n{D) ~ n{F)/lF,D- 
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Alors r image de rg^(7r) dans (^^[n{F) /If^d] est égale à 3lAl®\r^, {t:')). Cela se voit 
en comparant les formules (*) et (**) : pour tout w G W{L[;L2), 

se correspondent par JLH® et t est une bijection de W{L[; L'2) sur W{Li; L2)d- Main- 
tenant revenons aux définitions de la comultiplication et de l'involution. Notons C 
l'ensemble de sous-groupes de Levi standard de G et Cmax son sous-ensemble formé 
de sous-groupes de Levi standard maximaux. De même, notons C l'ensemble de sous- 
groupes de Levi standard de G' et C'^^^ son sous-ensemble formé de sous-groupes de 
Levi standard maximaux. Supposons qu'on est dans la situation Li se transfère en 
L'i, TT = il <J où a est une r.e.c.i. de Li, a' est la r.e.c.i. de L[ qui lui correspond et 

= iga'. 

On a 

c{7t)= Y1 r^(^)e7^(F)®7^(F). 

max 

Cette somme se décompose en deux sommes : une sur les sous-groupes de Levi standard 
maximaux de G qui se transfèrent et l'autre sur les sous-groupes de Levi standard 
maximaux de G qui ne se transfèrent pas. L'image (bien définie, on l'a vu) de c{tt) 
dans 'R.{F) /1f,d ®T^iF)/lF,D est la même que l'image de la somme sur les sous-groupes 
de Levi standard maximaux de G qui se transfèrent par la remarque (***) plus haut. 
D'autre part on a 



c vr 



L'ÇiC' 



r^,(7r') G n{D)®n{D). 



Les sous-groupes de Levi standard maximaux de G qui se transfèrent se correspondent 
biunivoquement avec les sous-groupes de Levi standard maximaux de G' . Si L est 
un tel sous-groupe de G et L' est le sous-groupe de G' qui lui correspond, alors on a 
vu que l'image de rfvr dans n{F) /If,d ® TiiF) /If,d est égale à JLH® (rf,'7r'). Donc, 
finalement, l'image c(-7r) de c(7r) dans 7^(F)/IF,B®7^(F)/IF,D est égale à JLH® (c(^'))- 

□ 

3.3. Une précision. Pour un résultat plus précis (prop. I3.11|) . il nous faut rappeler 

les travaux de [Ta]. Soit G' = GLr{D) une forme intérieure de G. Si p' est une 

représentation cuspidale de G', alors il existe une représentation p essentiellement de 

carré intégrable de G qui correspond à p' par Jacquet-Langlands. Cette représentation 

p se trouve au-dessus d'un segment de Zelevinski de longueur k. On pose alors s{p') = k. 

Notons V la norme réduite sur G' . Si p' est une représentation cuspidale de G' on pose 

est une représentation essentiellement de carré intégrable de G', 

alors il existe une représentation cuspidale p' de GLt{D), où t divise r, telle que a' soit 

(——1) 

l'unique quotient de l'induite à G' de la représentation p' i^p/p' (g) v'^ip' ■■■ ® v^} p' 

vue comme représentation du groupe formé des matrices par blocs diagonaux de taille 

(-—1) 

t. On note alors a' à la Zelevinski, < [p',u^} p'] >*. On appelle la représentation 
(-—1) 

p' ®v pi p' p' ...®v J p' segment de Tadic (de Zelevinski quand c'est GL^ lui-même) 
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et nous l'assimilons à l'ensemble {p' ,Vpi p' ,v^pip' ...v^f p'} quand il s'agit de faire des 
réunions et intersections de segments. Posons par convention que l'ensemble vide est 
aussi un segment. On dit que deux segments Ai et A2 de Tadic sont liés si leur réunion 
en tant qu'ensembles est un segment différent à la fois de Ai et A2. On note ce segment 
Al U A2. L'intersection est toujours un segment qu'on note Ai n A2. 

Soient L' un sous-groupe de Levi standard de G' qu'on identifie à un produit GL^ (D) x 
GLnziD) X ... X GLn^.{D), et cr' = (Ti 1T2 (8) ... (8x7^ une r.e.c.i. de L'. 

Pour chaque i, soit Aj le segment correspondant à a^. Si parmi les Aj il y en a deux 
qui sont liés, Aj^ et Ai^, disons que nous faisons une opération élémentaire sur l'ensemble 
des Aj si on remplace les deux segments Ajj et Ajj par les deux autres segments Aj^ n Ajj 
Aj^ U Ajj. Au nouvel ensemble de segments ainsi obtenu correspond une r.e.c.i. r' d'un 
sous-groupe de Levi standard de G' (modulo permutation des blocs plus précisément). 
Nous disons alors que r' a été obtenue de a' par une opération élémentaire. Si r' et a' 
sont des r.e.c.i. de sous-groupes de Levi standard de G', on dit que r' est inférieure à 
a' si elle peut s'obtenir de a' par un nombre fini d'opérations élémentaires. Ceci induit 
un ordre partiel sur l'ensemble des r.e.c.i. des sous-groupes de Levi standard modulo 
conjugaison. Du coup, nous avons une relation d'ordre évidente associée sur Bq'- 

Aussi, pour toute r.e.c.i. a' de G' il existe un unique nombre réel e{a') tel que la 
représentation i/^^'^'^a' soit unitaire. Soit a' = a'i (8> ... ® o"^, tel que e(a"^) > e(al_^_i) 
pour tout 1 < i < A; — 1. Alors l'induite de a' h G' a, un unique quotient irréductible. 
On le note Lg{a'). La notation se justifie par le fait que, regroupant les a'^ par des 
paquets maximaux qui ont le même coefficient e( ), on peut induire a' à un sous- 
groupe parabolique tel que l'induite soit irréductible et essentiellement tempérée, et 
Lg{a') soit le quotient de Langlands de cette représentation. Pour toute représentation 
lisse irréductible vr' de G' il existe un a' comme plus haut tel que ir' soit Lg{a'). La 
représentation a' est unique modulo l'opération qui consiste à permuter entre eux des 
a[ qui ont le même coefficient e. On voit que l'application 

Q:Bg'^ Irr{G') 

donnée par i£/'(cr') 1-^ Lg{a') est bien définie et bijective. La relation d'ordre sur Bq' 
induit ainsi une relation d'ordre sur Irr{G'). On étudie plus en détail la relation entre 

ces deux bases remarquables de Grot{G') que sont Bat et Irr{G'). 
On utilise le résultat fondamental suivant ([Ta], généralisant [Ze]) : 

Proposition 3.8. Soit a' une r.e.c.i. d'un sous-groupe de Levi standard de 
G' . Dans l'écriture de l'image dans Grot{G') de l'induite de a' à G' comme 
somme de classes de représentations irréductibles, 

- Lg{a') apparait avec multiplicité exactement 1 

- une représentation irréductible vr' apparaît avec une multiplicité non 
nulle si et seulement si 'k' < u' . 

Si L' est un sous-groupe de Levi standard de G' et p' est une représentation cuspidale 

de L', notons Grot{G')(^i> ^pi^ le sous-groupe de Grot{G') engendre par les images des 
représentations irréductibles qui sont des sous-quotients de i'£,{p'). Soit X l'ensemble 
de classes modulo permutation par blocs de couples (L',p'). Il est clair que, si x,y € X 
et X ^ y alors Grot{G')x et Grot{G')y sont disjoints et que Grot{G') est la somme directe 
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des Grot{G')x sur tous les x G X. Pour tout x & X, Grot{G')x est un Z-module de 
dimension finie. Il admet deux bases naturelles : BG'riGrot{G')x et Irr{G')r\Grot{G')x- 
Ordonnons la base Bc n Grot{G')x dans un ordre croissant pour la relation définie plus 
haut (i.e. chaque fois qu'un élément est inférieur à un autre, il le précède). Ordonnons 
la base Irr(G')nGrot{G')x dans l'ordre (croissant) correspondant via l'aplication Q. La 
matrice de passage entre les deux bases est de taille finie, et la proposition 13.81 implique 
qu'elle est triangulaire supérieure unipotente. C'est donc pareil pour la matrice de 
passage dans l'autre sens, ce qui prouve le résultat suivant, dual en quelque sorte du 
précédent : 

Proposition 3.9. Soit tt' = Lg{a') (a' r.e.c.i. d'un sous-groupe de Levi 
standard L' ) une représentation lisse irréductible de G' . Dans Grot(G') on 
a 

où les Oi sont des entiers et, pour tout i, L'- est un sous-groupe de Levi 
standard et a[ est une r.e.c.i. de L'-. 

Remarquons au passage que, si x et y appartenant à X sont distincts, alors aucun 
élément de la base Bc n Grot{G')x n'est en relation d'ordre avec un élément de la base 
Bq! n Grot{G')y. C'est une conséquence du fait qu'en faisant une opération élémentaire 
on reste "au-dessus" d'une même classe cuspidale {L',p'). 

Lemme 3.10. L'application JL^ de Bc dans Bg est croissante. 

Démonstration. L'ensemble des segments de Tadic de G' est en bijection avec 
l'ensemble des r.e.c.i. de G', et l'ensemble des segments de Zelevinski de G est en bijec- 
tion avec l'ensemble des r.e.c.i. de G. A travers la correspondance de Jacquet-Langlands 
il existe donc une bijection naturelle de l'ensemble des segments de Tadic de G' dans 
l'ensemble de segments de Zelevinski de G (attention, elle ne coïncide pas avec la re- 
striction de l'application JLH : TZ{D) — > TZ{F)). 

Il est facile à voir qu'à des segments de Tadic Ai et A2 liés sur G' correspondent 
par cette bijection des segments de Zelevinski Fi et r2 liés sur G (la réciproque étant 
fausse). Aussi, à Ai n A2 correspond Li n r2 et à Ai U A2 correspond Fi U Ceci 
montre que notre injection de Bc dans Bg préserve l'ordre défini plus haut. □ 

On pourrait penser que, si a, 6 G Bg', si JLr(6) < JL.r(a), alors b < a. Ceci n'est pas 
vrai, comme le montre le contre-exemple suivant qui m'a été fourni par Andrei Moroianu: 

Fait (troublant). Considérons les représentations 

ai = ind{< [p; p] >* (g) < [vp] p] >* (g) < [i/^p; p] >* (g) < [i/^p; iJ^ p] >*) 

et 

CJ2 = ind{< [p; p\ >* (g) < \vp; p\ >* g) < p\ p\ >* g) < \v^p\ p\ >*) 

de G = GL2i{F), on p est un caractère de F*, ai et cj2 sont des éléments de Bg et 
on a £72 < CTi. Soit D une algèbre de quaternions sur F. Soit p' la représentation de 
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D* qui correspond à < [p; vp] >* par Jacquet-Langlands. On a Vpi = . On considère 
maintenant les représentations 

a = ind{< [p'; v^^p] >* (g) < [vp; vl^vp] >* «) < [v^p'; Vpiv^f> \ >* «) < \v^f)\ v^iv'^fl 

et 

h = ind{< [p; u^p'] >* ® < [i^p'; u'^^up'] >* (g) < [u^p; v^p,v^ p] >* ® < [v^p'; v'^ f) \ > 

de G' = GLi2{D). Alors a, 6 E Bc, JLr(a) = fii, JLr(6) = (T2, mais il est clair qu'on 
n'a pas b < a, (seuls les segments [p'; l'pip'] et [i^^p'; u'^/u'^p'] dans la formule de a sont liés). 

Donnons maintenant le résultat qui précise un peu plus la correspondance JL,. : 

Proposition 3.11. Soit vr' une représentation lisse irréductible de G' . Posons 
tt' = Lg{a'), où a' est une r.e.c.i. d'un sous-groupe de Levi standard L' de 
G' . Soient L le sous- groupe de Levi standard de G qui correspond à L' , et 
a = C^^((t') la r.e.c.i. de L qui correspond à a'. Posons tt = Lg{a). Alors 
on a 

JLrin) = vr + ^ aà^^iai) = vr + ^ bjiTj 

OÙ les ai et les bj sont des entiers et, pour tout i, Li est un sous-groupe de 
Levi standard de G, ai sont des r.e.c.i. de Li. et Tij sont des représentations 
lisses irréductibles de G. 

Démonstration. Écrivons 

comme dans la prop. 13.91 La définition de JL^ donne : 

(3.2) 3l.r{^') = \<l[a)+Y,aàÎMi) 

oià Li correspond à L- et ai correspond à a[. On a cxj < a par le lemme lïï.lUI 
Appliquons la prop. 13.91 à tt : 

et substituons i^(o") dans Péauation 13.21 On obtient 

JL,(7r') = vr - [E o;-iM,(^j)] + E <^^^lMÙ- 

Cela prouve la première égalité. La deuxième est évidente. □ 
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3.4. Une conjecture. À ce stade, on peut se poser la question, si vr' et vr sont comme 
plus haut, si on a la relation entre caractères 

xA9) = {-^r-'xA9') 

pour tout g et g' qui se correspondent. Nous ne pourrons pas démontrer que JLr(7r') = vr, 
puisqu'on sait que JL,- n'envoie pas toute représentation irréductible sur une représentation 
irréductible, mais il se peut que vr' et tt se correspondent toutefois. Dans le contre- 
exemple du deuxième commentaire à la section lÏÏHI nous définissons vr' irréductible telle 
que JLj.(7r') ne soit pas une représentaion irréductible, mais, dans ce cas par exemple, 
vr' correspond à vr quand-même ! (voir prop. 13.131 plus bas). 

3.4.1. La conjecture. Ceci nous motive à poser une conjecture. On va dire que vr G 
Grot{G) et vr' G Grot{G') se correspondent si on a la relation entre les caractères 

(3.3) X.{9) = {-IT-'^XA9') 

pour tous g £ G et g' G G' qui se correspondent. 

Conjecture. Soit vr' = Lg{a') une représentation lisse irréductible de G' . Alors vr' 
correspond à vr = Lg{a), où a = C~^{a'). 

Nous ne savons pas prouver cette conjecture en général. 

3.4.2. Possible application. Tout d'abord, que la conjecture soit vraie ou pas, on pose 
M(vr') = vr. Il est évident que vr' i— >• M(vr') induit par linéarité un morphisme injectif 
de groupes M : Grot{G') — > Grot{G), qui respecte l'irréductibilité (M n'est autre que 
Q~^JlirQ). Nous noterons abusivement par la suite avec la même lettre M ce morphisme 
pour tous les entiers r confondus. 

Proposition 3.12. Supposons que la conjecture soit vraie. Soient Tr[ G 
Irr{GLAD)) eivr^ G IrriGL^D)). Si l'induite à GLd[r^_^r2){P) deM{7r[)^ 
M(vr2) est irréductible, alors l'induite à GL(^r^j^^A^) deTT[®Tr'2 est irréductible 
(se généralise immédiatement à plusieurs représentations) . 

Démonstration. Posons vr^ = Lg(a'i), -k^ = Lg(a2), vri = Lg{ai) et vr2 = Lg{a2) {(Ti 
et a[ se correspondent). Si l'induite à GL^(r^+,.2)(-F) de M(vr']^) ®M{-n2) est irréductible, 
elle est égale à Lg{ai (8) (T2) ([Ta]). Donc Lg{ai ® (T2) correspond à la fois à l'induite de 
vr^ (8'vr2 et et à Lg{a'i ® (T2) (par la conjecture supposée vraie). Ces deux représentations 
de GL(^j_|_r2)(-D) ont donc des caractères égaux, elles sont donc dans la même classe. □ 

3.4.3. Cas (très) particuliers. 

Proposition 3.13. Soienta'i et a2 deux représentations r.e. ci. de GLr^{D) 
et GLAD) respectivement, ri+r2 = r. Alors tout sous-quotient irréductible 
de l'induite à G' de a[ ^ a'2 vérifie la conjecture. 
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Démonstration. Soient ai = JL,.((t^) et a2 = JLr((T2). On a 

Jhriind ci[ ^ 0-2) = indai (8) 1T2 

donc ces deux représentations se correspondent. 

Si les segments associés à ai et a2 ne sont pas liés alors les segments associés à a[ 
et ne sont pas liés non plus, les deux induites sont irréductibles et la proposition est 
démontrée. 

Si les segments associés à ai et 172 sont liés, alors 

indai ^ a2 = Lg{ai ® a2) + indr 

où r est la seule r.e.c.i. inférieure à cri (8) 0-2. Par ailleurs r est minimale et donc son 
induite est irréductible. On a donc 

indai 'S> a2 = Lg{ai (8) 172) + Lg{T) 

Maintenant on a deux possibilités : 

- ou bien les segments associes à a[ et a'2 sont liés, ce qui arrive si et seulement si le 
sous-groupe de définition de r se transfère, et alors 

inda'i (gi a2 = Lg{a'i (72) + indr'. 

La r.e.c.i. r' est minimale et on écrit 

inda'i ® a'2 = Lg{a'i ® a'2) + Lg{T'). 

On a r = JLr(T') donc leurs induites se correspondent, ce qui montre que Lg{T') 
correspond à Lg{T). Donc aussi, nécessairement, Lg{a[ (8 «72) et Lg{a[ ^ a'2) se corre- 
spondent. 

- ou bien les segments asociés à a'^ et a'2 ne sont pas liés, i.e. 

inda'i ® a'2 = Lg{a'i (gi a'2) 

est irréductible. Mais, si les segments asociés à a'^ et a'2 ne sont pas liés cela veut dire 
que le groupe de définition de r ne se transfère pas, donc l'induite à G de r est G'-nulle. 
Donc Lg{a'i (g) a'2) correspond à Lg{ai ® (72). □ 

Corollaire 3.14. Sir = 2 la conjecture est vérifiée. 

Démonstration. Une représentation de GL2{D) est ou bien cuspidale, ou bien un 
sous-quotient comme dans la proposition. □ 

Proposition 3.15. Soit S' = {p', Upi p' ...u^, p'} un segment de G'. Alors tout 
sous-quotient irréductible de l'induite de S à G' vérifie la conjecture. 

Démonstration. Soit tt' un tel sous-quotient. Notons L' le sous-groupe de Levi du 

segment S' , L le sous-groupe de Levi de de G' qui lui correspond, et S la r.e.c.i. de L qui 
correspond à p'. Il arrive que, dans ce cas particulier, toutes les r.e.c.i. inférieures à S (du 
côté G) sont définies sur des sous-groupes de Levi qui se transfèrent, et correspondent 
donc biunivoquement aux r.e.c.i. inférieures à S'. De plus, on sait que, dans l'induite 
d'une telle r.e.c.i. tous les sous-quotients apparaissent avec multiplicité exactement 1. 
On peut donc faire une démonstration par récurrence sur le nombre de représentations 
de G' inférieures à tt'. 
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Si tt' est minimale, elle est une r.e.c.i. et le résultat découle de la prop. \',^.l'A[ 
Supposons que, pour tout r' < vr', r' correspond à M{t'). Si vr' = Lg{a') et a' 
correspond à a, alors les induites de a et a' se correspondent. On en déduit que vr' + 
^t-'<tt' correspond à M{'ïï')+Y^^,^^, M{t'). D'oii le résultat en appliquant l'hypothèse 
de récurrence. □ 

Un cas intéressant sont les représentations génériques de G. On attend d'une représentation 
automorphe cuspidale de GLn que toutes ses composantes locales soient tempérées aux 
places non archimédiennes, mais pour l'instant nous savons du moins qu'elles sont tou- 
jours génériques ([Sh], pp. 190). Par [Ze], nous savons aussi qu'une représentation 
générique tt de G est toujours de la forme indff,{a), oii P est un sous-groupe parabolique 
standard de G et o" est une r.e.c.i. du sous-groupe de Levi standard de P telle que 
l'induite soit irréductible. Nous avons la 

Proposition 3.16. Si P ne se transfère pas, alors le caractère de vr est 
G' -nul. Si P se transfère, alors vr vérifie la conjecture. 

Démonstration. La première assertion est évidente, car vr se trouve dans Sq^g' P^^ 
définition même. La deuxième affirmation n'est pas difficile : si P' est le sous-groupe 
parabolique standard de G' qui correspond à P, et a' est la r.e.c.i. du sous-groupe de 
Levi standard de P' qui correspond à a par Jacquet-Langlands, alors les critères des 
réductibilité de [Ze] et [Ta] pour les induites des r.e.c.i. impliquent que, indp{a) étant 
irréductible, indp',{a') l'est aussi. D'où le résultat. □ 

Le transfert des composantes locales des représentations automorphes cuspidales de 
GLn est donc simple. Le problème des certaines composantes locales des représentations 
du spectre résiduel est étudié dans la sous-section suivante. 

3.5. L'involution. A. Zelevinski a défini une involution de l'algèbre de Hopf TZ{F) 
(prop. 9.12, [Ze]). Dans [Au], A.-M. Aubert définit une involution du groupe de 
Grothendieck d'un groupe réductif quelconque. Elle montre également que cette in- 
volution envoie une représentation irréductible sur une représentation irréductible au 
signe près et que cette involution coïncide au signe près avec celle de Zelevinski dans 
le cas du groupe linéaire. Posons G = GLn{F). Sur Grot{G), l'involution de [Au] est 
définie de la façon suivante : si £ est l'ensemble de sous-groupes de Levi standard de G, 
si vr est un élément de Grot{G), alors 

i(vr) = ^(-l)l^ligrg(vr). 

Cette involution ne s'étend pas bien à TZ{F) comme celle de Zelevinski, à cause d'un 
signe qui entrave la linéarité ([Au], th. 2.3). Nous alons étudier le comportement de i 
par rapport au morphisme JL^ défini au th. 13.21 c). 

Notons i' involution de A.-M. Aubert pour G' = GL,.{D) (formule analogue à celle 
pour G). 

Théorème 3.17. L'involution i de Grot[G) induit une involution bien 
définie i de Grot{G) /^g,G' ■ L'isomorphisme JL,. transforme l'involution 
i' en l'involution (— l)"~''z. 
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Démonstration. Soit vr E Sg,g'- On veut montrer que i(7r) E Sg,g'- Or, on a vu 
que If,d est stable par induction et par restriction. Il suffit donc d'utiliser la formule 

i(^) = j;(-l)l^ligrf(^), 

car Sg,g' = Grot{G) n If,d- 

Ainsi, l'involution i "passe au quotient", et i est bien définie (involution, évidemment). 
On montre que JLr(i') = (— Si vr € Grot{G'), on veut prouver que 

(-l)"~'^î(JL^(7r)) =JLr{i'{TT)). 

On utilise encore JLH. En effet, il suffit de montrer que 

(-l)"-''î(JLH(7r)) = JLH(f'(^)). 

^'i^')= E (-l)"''iL:rg''(-'). 

Aussi, 

z(JL(vr')) = rg(JL(vr')) = S, + S2 

011 Si est la somme sur les sous-groupes de Levi standard de G qui se transfèrent et 5*2 
sur les sous-groupes de Levi standard de G qui ne se transfèrent pas. La deuxième de 
ces sommes est nulle modulo Sg,g'- 

Les sous-groupes de Levi standard de G qui se transfèrent correspondent biunivoque- 
ment aux sous-groupes de Levi standard de G'. Par ailleurs, si L et L' se correspondent 
on a (—1)1^1 = (— 1)1^ I. On a aussi, si L et L' se correspondent, 

JLH(i^;rf;(vr'))=igrg(JL(vr')) 

car JLH est un isomorphisme d'algèbres de Hopf (th. EiElc)). Le résultat s'ensuit. □ 
Nous en déduisons alors la 

Proposition 3.18. Si deux r.e.c.i. se correspondent par la correspondance 
de J acquêt- Langlands, leurs duales se correspondent au signe près. 

Ce n'est pas, en général, un cas particulier de la conjecture. C'est néanmoins ce qui 
importe pour les correspondances globales établies à la section suivante. 

4. Quelques résultats globaux et leur conséquences locales 

4.1. Un lemme. Soit F un corps local non-archimédien. Soit G' une forme intérieure 
de GLn sur F. On dit qu'une représentation lisse irréductible de G' est elliptique si son 
caractère n'est pas identiquement nul sur l'ensemble des éléments elliptiques réguliers. 
Le lemme suivant affirme que G' vérifie l'hypothèse locale du cor. 7.3 de [Ar]. 

Lemme 4.1. Soient P un sous-groupe parabolique propre de G' , L un sous- 
groupe de Levi de P et tï une représentation unitaire de L. Alors l'induite 
parabolique ind^ vr n'a aucun sous-quotient elliptique. 
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Démonstration. Soit a une représentation lisse irréductible elliptique de G' . a peut 
s'écrire dans le groupe de Grothendieck de G' comme une somme de représentations 
obtenues par induction parabolique à partir de représentations r.e.c.i. ([Ta], prop. 2.1). 
Ces représentations ont le même support cuspidal que a. Comme a est elliptique, ces 
représentations ne peuvent pas être toutes induites à partir de sous-groupes paraboliques 
propres. Il y a donc parmi elles au moins une (en fait exactement une, mais peu importe) 
r.e.c.i. de G' . Donc, le support cuspidal de a est forcément un segment de Tadic. 

Maintenant, si l'induite de vr est irréductible, elle ne peut pas être elliptique (tout en 
étant son seul sous-quotient) et le lemme est clairement vrai. 

Si l'induite de vr est réductible, alors tout sous-quotient de indff, tt en est une sous- 
représentation parce que tt est unitaire. En appliquant la réciprocité de Probenius à 
chaque sous-représentation TTj, on trouve que vr est un sous-quotient de res'f, vTj. Ainsi, 
si indp'TT est réductible, parmi les sous-quotients de resp' indp' ni, tt apparaît avec une 
multiplicité strictement supérieure à 1 (*). Si on suppose par l'absurde que l'induite de 
TT contient une représentation elliptique a, alors le support cuspidal de vr, étant le même 
que celui de a, doit être un segment de Tadic d'un sous-groupe de Levi L, d'après ce qui 
précède. Dans la restriction à L de l'induite de vr tous les sous-quotients apparaissent 
donc avec multiplicité 1 (**). Il y a une contradiction entre (*) et (**) qui prouve le 
lemme. □ 

4.2. Sur la correspondance de Jacquet-Langlands globale. Soient F un corps 
global et G' une forme intérieure de GLn{F). Pour toute place v de -F on note le 
complété de F en t; et on pose G^ = GLn{Fy) et G'^ = G'{Fy). Soient Z le centre de 
G' et uj un caractère unitaire de Z{F)\Z{A). On note R la représentation régulière 
(translation à droite) de G' (A) dans L'^ {uj , G' {F)\G' (A.)) , où A désigne l'anneau des 
adèles de F. On appelle série discrète toute sous-représentation irréductible de R. On 
note Rdisc la sous-représentation de R engendrée par la partie discrète. Si vr est une 
série discrète de G' et v est une place de F, on note vr^ la composante locale de vr à la 
place V. 

Fixons une place finie v de F. Rappels : soient g & Gy et g' & G'^ ; on dit que 
g et g' se correspondent si leurs polynômes caractéristiques sont égaux, et sans racine 
multiple sur une clôture algébrique de Fy. Soit Grot{Gy) (resp.Grot(G^)) le groupe 
de Grothendieck des représentations lisses de longueur finie de G y (resp.G^,). Soient 
vr e Grot{Gy) et vr' € Grot{G'y). On dit que vr et vr' se correspondent si l'on a la relation 
entre les caractères : 

(4.1) X.{9) = {-IT-'''XA9') 

si g et g' se correspondent. 

Nous utilisons l'abréviation r.c.i. pour représentation de carré intégrable. A la ssect. 
13.51 nous avons étudié l'involution i' définie sur Grot{Gy) par la formule de dualité de 
[Au]. A partir de maintenant nous dirons qu'une représentation irréductible vr de G'y 
est la duale d'une représentation irréductible a si i'(vr) est égal à a ou —a. La dualité 
sur Gy obtenue de façon analogue est la dualité de Zelevinski. Rappelons que la duale 
d'une représentation cuspidale est elle-même. Nous utilisons l'abréviation d. r.c.i. pour 
représentation duale d'une représentation de carré intégrable. Notons Ca{Gy), Ga{G'y) 
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(resp. Du{Gv), Du{G'^)) l'ensemble des classes de r.c.i. (resp. d.r.c.i.) de G„ et G'^. 
Il existe une unique bijection G de Ga{Gv) sur Ga{G'^) telle que tout vr G Ga{Gy) 
corresponde à G{it) (correspondance de Jacquet-Langlands). Il existe aussi une unique 
bijection D (ne pas confondre avec l'algèbre à division des sections précédentes et qui 
n'apparaîtra plus) de Du{Gv) sur Du{G'^) telle que tout tt G Du{Gy) corresponde à 
(-1)"-^X)(^) (prop. IÏÏT8|l . 

Soient vr G Grot{Gv)UGrot{Gy) et vr' G Grot{G'y). On dit que vr et vr' se correspondent 
faiblement s'il existe e G {—1, 1} tel que les caractères vérifient : 

(4.2) Xn{g) = ex.'i9') 

si g G Gy et g' G GJ^ sont elliptiques réguliers et se correspondent. 

Lemme 4.2. Si n est une représentation irréductible elliptique de Gy ou de 
G'y, alors vr correspond faiblement à une r.e.c.i. de G'^. 

Démonstration. Suppsosns pour simplifier que tt est une représentation de G'^ 
(sinon on transfère par LJ De G^ k G'^). On sait que vr s'écrit comme une combinaison 
linéaire de représentaions induites à partir de r.e.c.i. de sous-groupe de Levi standard 
de G'y. Comme elle est elliptique, il y a au moins un sous-groupe de Levi standard 
qui n'est pas propre. Comme toutes les r.e.c.i. qui apparaissent ont le même support 
cuspidal, et comme au-dessus d'un support cuspidal donné il existe sur G'^ au plus une 
r.e.c.i. ([Ta]), on en déduit qu'exactement l'un des sous-groupe de Levi standard n'est 
pas propre. Comme les autres induites sont nulles sur l'ensemble des éléments elliptiques 
réguliers, on en déduit que vr correspond faiblement à un multiple scalaire d'une r.e.c.i. 
a. Le scalaire en question est le coefficient de a dans la somme des induites de r.e.c.i. 
qui représente vr. Ce coefficient est plus ou moins un, par une formule d'inversion de 
Môbius classique (voir [Ze], prop 9.13). □ 

Soit V l'ensemble des places de F où G' est ramifié. On suppose que V ne contient pas 
des places infinies. Rappelons qu'une représentation vr de G y qu'elle est G'^-nulle si le 
caractère de vr est nul sur l'ensemble des éléments de G^ qui correspondent aux éléments 
de G'^. Fixons deux places distinctes vi et V2 àe F. On note A l'ensemble des séries 
discrètes vr de G telles que, pour tout w G F, vr^, n'est pas G^-nulle et la composante 
locale de vr en vi et V2 est elliptique. 

Soit l'ensemble des séries discrètes de G' telles que, pour toute place v ^ V U 
{vi,V2} on a vr^, = vr(,. 

A partir de maintenant, sauf mention du contraire, le corps global F est de car- 
actéristique nulle. 

Proposition 4.3. Xj^ n'est pas vide. 

Démonstration. Nous appliquons la démarche classique de [JL], en utilisant la 
formule des traces simple de [Ar], cor. 7.5, avec des fonctions à support dans les éléments 
elliptiques réguliers aux places vi et V2. Cette formule s'applique à G et G' grâce au 
lemme IXTl On arrive à 

(4.3) n X.„(5.)= E "^(^0 n ^<(9'v) 

veVU{vi,V2} tt'&Xt, V&V\J{VI,V2} 
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(m(7r') sont des multiplicités non nulles) si, pour toute place v £ V U {vi,V2}, Qv £ 
et g'y € G'^ se correspondent et, de plus, et sont elliptiques réguliers. Nous avons 
aussi utilisé le théorème de multiplicité un pour le spectre discret de G. Comme vr G A, 
on peut chosir les de telle façon que g^-^ et g^^ soient elliptiques réguliers, que les 
autres g^ correspondent à des g'^ G G'^ et que le terme de gauche de la formule soit non 
nul. Donc le terme de droite n'est pas identiquement nul. Alors n'est pas vide. □ 

Proposition 4.4. Soit vr G vl cuspidale. Alors il existe ir' G telle que 
vr^ correspond à tt^ pour tout v G V\{vi,V2} , et vr^ correspond faiblement à 
vr^ pour V G {vi,V2}. 

Démonstration. On utilise l'égalité 14.31 Par [Ba3], X.,^ est fini. À toute place 

V G V\{vi,V2} la composante locale de vr est générique ([Sh]). Pour v G V\{vi,V2} tTv 
n'est pas G^-nulle par hypothèse. On applique la prop. 13.161 Le caractère de chaque tTî,, 

V G V\{vi,V2} peut être "remplacé" dans la formule par le caractère de la représentation 
u'^ de G'^ correspondante : 

n ^'^^3v) n xnA9v)=e j2 "^(^') n n x<(9'v) 

vGV\{vi,V2} v£{vi,V2} Tr'eX^ v£V\{vi,V2} v£{vi,V2} 

où e est un signe et, pour v G {^1,^2}, g'v correspond à g^ elliptiques réguliers quelcon- 
ques. Soit X'^ l'ensemble de tous les vr' G X-,^ tels que 7r(, est équivalent à u'^ pour tout 

V G V\{vi,V2}- On peut alors écrire : 

n '^vi9'v)i n X7rA9v)-e m(7r') JJ Xk{9v) 

= e Y ^-(^0 n XKig'v) n XKig'v) 

n'eX^\X^ veV\{vi,V2} ve{vi,V2} 

pour tout gy et g[j, v G {^1,^2}, qui sont elliptiques réguliers et se correspondent. Par 
indépendance linéaire des caractères sur 

n X7TA9v)-e Y n XKi9'v) = 

v£{vi,V2} tt'&X'^ v£{vi,V2} 

pour des tels g^ et g'^. 

Comme vr G A, il existe g^^ et g^^ elliptiques réguliers tels que x-w^^ {9vi) et Xn^^^^""^^ 
soient non nuls. Donc X'^ est non vide. 

Soit X" l'ensemble des vr' G X'^ tels que 7r(,^ et vr^,^ sont elliptiques. Il est clair que la 
dernière relation peut s'écrire nt;6y\{»;i V2} ^'v^ obtient que 

n XnA9v)-è Y "^(^') n XKi9'v)=0- 

En utilisant le lemme ES et l'orthogonalité des caractères sur G^, w G {^1,^2}, on 
en déduit que pour au moins une des vr' G X'^, 7r(, correspond faiblement à vr^,, pour 

V G {VI,V2}- □ 
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Soit maintenant vr G j4 dans le spectre résiduel. Alors vr provient d'un segment [p, k] 
comme dans [MW], oii k divise n et p est une représentation cuspidale de GLn{F). Si 
Py est cuspidale, alors 7r^, est une d.r.c.i.. 

Proposition 4.5. Supposons que pv est cuspidale pour toute v ÇîV . Alors 
il existe vr' € Xj^ telle que 

- pour toute place v G V\{vi,V2} on ait ir^ = D{Tïy) et 

- Tïy correspond faiblement à tt^ pour v S {vi,V2}. 

Démonstration. La preuve est la même que pour la proposition précédente, en 
utilisant l'application D à la place de l'application C. □ 

Proposition 4.6. Supposons que d divise ^ et que pour toute place v ÇiV 
Py est une r.c.i.. Alors il existe vr' € telle que 

- pour toute place v E V\{vi, V2} on ait 

Tï'y = Lg{u-^C{py) ® v-^C{py)).... (g) v^C{py)) 

où V est la norme réduite et 

- 7r(, correspond faiblement à iTy pour v G {vi,V2}. 

Démonstration. La preuve est la même que pour les propositions précédentes. 

o T / —inl fc-3 fc-1 

Seulement, quand on transfère tt^ = Lg^u '2 pv ® v 2 Pv-- ® v Pv) on trouve un 
élément de GrotiG^) dont l'auteur ne sait s'il est une représentation irréductible ou pas 
(cas particulier qui semble assez difficile de la conjecture posée). Si on écrit cet élément 
comme combinaison linéaire de représentations irréductibles non-équivalentes, alors nous 

fc — 1 fc — 3 fc — 1 

avons prouvé, prop. 13.111 que Lg{v ~C{pv) ® v ~ C^p^)).... ® i'^~C{py)) apparaît 
dans cette somme avec un coefficient non nul. Ceci suffit pour obtenir le résultat. □ 

Remarque. S'il s'avère que la somme contient plus d'une représentation irréductible 

fc-1 fc-3 fc-1 IX/ fc-1 , , fc-3 

i.e. Lg{h' 2 p„(g)i/ 2 p^....(g)z/ 2 p^,) ne correspond pas a L(5r(z/ 2 C^pyj^u 2 C{py))....(^ 

fc— 1 

v^^C{pv)), alors la conjecture de multiplicité un est infirmée pour les séries discrètes 
de G' . Ce problème semble être assez important. Nous espérons qu'une correspondance 
de Jacquet-Langlands globale nous aide à démontrer un théorème de multiplicité un 
pour G' et à classifier le spèctre résiduel de G' . Or, même si on applique la formule des 
traces dans sa forme générale et on sait montrer l'égalité des côtés géométriques comme 
dans [AC], on se heurtera dans notre cas exactement à ce problème (quel élément de 
Grot{Gy) correspond à une représentation irréductible donnée de G^ ?) pour conclure 
sur la multiplicité ou sur la classification. Déjà sur le cas particulier dans [Vi] on voit 
qu'une correspondance de Jacquet-Langlands globale n'est pas induite par les correspon- 
dances de Jacquet-Langlands locales, car aux places oîi G' est ramifié les r.c.i. de G'^ 
correspondent tantôt à des r.c.i. de G^, tantôt à des d.r.c.i.. 

Donnons un cas particulier, valable en toute caractéristique, utile peut-être à ceux 
qui ont de la marge dans le choix la forme intérieure ou la représentation vr. 

Proposition 4.7. Soit vr une série discrète de G telle que, pour toute place 
V £ V , TTy n'est pas G'^-nulle. S'il existe deux places vi et V2 de F telles que 
l'une des deux conditions suivantes soit vérifiée : 
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(i) 7r„^ est cuspidale et G'^^ est le groupe des éléments inversibles d'une 
algèbre à divison, 

(a) vTtjj et TTy^ sont cuspidales, 
alors il existe une unique série discrète ir' de G' telle que TTy et vr^ se cor- 
respondent pour toute place v. Ceci est vrai même si la caractéristique du 
corps global F est non nulle. 

Démonstration. Comme vr^jj est cuspidale, vr est cuspidale. On reprend la démonstration 
de la prop. 14.41 en appliquant cette fois la formule des traces simple de Kazhdan-Deligne, 
valable en toute caractéristique, avec un coefficient non nul /t,^ de vr^jj à la palce vi et 
une fonction f^^ à support dans l'ensemble des éléments elliptiques réguliers à la place 
V2- D'une part, fy^ n'annule pas la trace de tï^^. D'autre part, grâce à l'hypothèse sur 
la place V2, il existe un fy^ à support dans l'ensemble des éléments elliptiques réguliers 
de G'y^ qui n'annule pas la trace de tï^^. On obtient, comme dans la prop. 14.41 un vr' 
tel que 7r(, correspond à -Ky pour tout v ^ {^1,^2} et vr^^ correspond faiblement à vr^j- 
Toutefois, à cet instant, nous n'avons pas prouvé que vr^^ correspond faiblement à vr^,^, 
car la fonction à la place vi a été fixée dès le début. Mais on sait quand même que la 
trace de 7r(,^ ne s'annule pas sur une fonction qui correspond à fy^ (+). Soit a'y_^ la r.e.c.i. 
de G'y^ qui correspond à Tr^,^ par Jacquet-Langlands. Alors 

(++) correspond à un coefficient /^^ de cr(,^ et 

(+++) comme tt^^ est cuspidale, a'y_^ est cuspidale (th. 13.21 b)). 
De (+), (++) et (+++) on obtient que 7r(,^ est équivalent à a'y^. Par conséquent, 7r(,^ 
est équivalent à a'y^ . Donc, vr^^ correspond à 7r(,^ . 

Regardons maintenant la place V2 où on sait que -Ky^ et Tr^,^ se correspondent faible- 
ment. Dans l'hypothèse (i), comme -Ky^ est à la fois elliptique et générique, c'est une 
r.e.c.i., et comme G'y^ est le groupe des éléments inversibles d'une algèbre à division, il 
est clair que -ïïy^ et Tr^,^ doivent se correspondre par Jacquet-Langlands. Dans l'hypothèse 
(ii) , on utilise le lemme 14.21 : 

(a) 7r(,2 étant elliptique, elle correspond faiblement à une r.e.c.i. a'y^ de G'y^, 

(b) -ïï'y^ et a'y^ ont le même support cuspidal (voir preuve du lemme 1X2]) . 
Soit Ty^ l'image de vr^j par la correspondance de Jacquet-Langlands ; alors 

(c) Ty^ est alors cuspidale (th. 13. 2[ b)). 

Maintenant a'y^ et r^^ se correspond faiblement puisque Tr^,^ et iTy^ se correspond 
faiblement. Comme a'y^ et r^^ sont des r.e.c.i., elles sont équivalentes (orthogonalité des 
caractères sur G'y^). Par le (b) et (c), Tr^,^ est équivalente à r^^. □ 

Le résultat du corollaire suivant est déjà connu de tous. Le corps global F est de 
caractéristique quelconque. 

Corollaire 4.8. Soit S un ensemble fini de places finies de F. Pour tout 

V S on se donne une représentation de carré intégrable Ty de G'y. Alors il 
existe une représentation automorphe cuspidale vr' de G' telle que, pour tout 

V G S, n'y est équivalente à Ty. 

Démonstration. Quand G' est GLn, ce résultat est, par exemple, le lemme 6.5 de 
[AC]. Si G' est une forme intérieure de GLn, posons, pour tout v G S, Ty = Ca~^(r^). On 
considère l'ensemble {Ty}y^s U {t^dT^ij} 011 vi et V2 sont deux places qui ne se trouvent 
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pas dans S, et t^^ et r^jj sont des représentations cuspidales unitaires de G^^ resp. 0^2- 
En appliquant le résultat à G = GLn, on trouve qu'il existe une représentation cuspidale 
TT de G telle que 7r„ est équivalente à Ty pour tout v G S U {vi, V2}- Si on applique la 
proposition précédente, cas (ii), à vr, on trouve une représentation cuspidale de G' qui a 
les propriétés voulues. □ 

4.3. Conséquences sur l'unitarisabilité. Nous donnons ici deux corollaires. Les 
résultats dus à Tadic ou conjecturés par Tadic qui apparaissent dans cette section se 
trouvent dans [Ta]. Le corps de base est ici de caractéristique nulle. 

Corollaire 4.9. Tout élément de Du{G'y) est unitarisable. 

Démonstration. On peut obtenir tout élément de Du{Gy) comme composante lo- 
cale d'une représentation vr comme dans la prop. 14. 5( parce qu'on peut toujours trouver 
une représentation cuspidale p de GL" qui ait des composantes locales cuspidales uni- 
taires données aux places dans V . □ 

Remarque. Ce corollaire est un cas particulier de la conjecture Ul à la fin de [Ta] 
(ce que Tadic y conjecture pour les r.c.i. nous l'avons montré ici pour les cuspidales 
unitaires). 

Corollaire 4.10. Si G'^ = GLr{Ay) (A^ algèbre à division) et l'entier k 
divise r, si 6 est une r.c.i. de GLr(Ay), alors 

k 

fc-1 fc-3 fc-1 

Lglv 2 S 1/ 2 (^....(g)iy 2 S) 

est unitarisable. 

Démonstration. On peut toujours trouver une représentation cuspidale p de GLn 
qui ait des composantes locales r.c.i. données aux places dans V. La présente proposi- 
tion est une conséquence facile de ce fait, comme dans le corollaire précédent, mais en 
utilisant cette fois la prop 14.61 □ 

Remarque. C'est aussi un cas particulier des conjectures de Tadic dans [Ta]. Prenons 
un exemple simple : 

Supposons que = ■ 

3 3 

Alors [Ta], prop. 4.3 implique que v~2S (gi i/ïô est réductible et la conjecture C/1 de 

3 3 

Tadic implique que Lg{u~2S (g) v^S) est unitarisable. 

La prop. 2.2 combinée au lemme 2.5 (toutes les deux dans [Ta]) impliquent alors 

1 3 3 1 3 3 

que l'induite r de v^2Lg{v~2S g) v^S) ® v2Lg[v~2S (g u^d) est irréductible. Elle est 
unitarisable par la conjecture U2 de Tadic. 

Comme 5 est unitaire aussi, la première conjecture C/0 de Tadic implique que l'induite 
de r (g) (5 est irréductible unitaire. 

La prop 2.3 dans [Ta] implique que l'induite de r (5 n'est autre que Lg{u^'^ô 
ly-^ô.... g) u'^ô). 
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